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C6mc usarK 

este fibro 


Como estudiante del programa Ude@, usted es el centra del modelo educativo y puede controlar el proceso de aprendizaje 
mediante la organizacion del tiempo alrededor de sus intereses. La autonorma, la disciplina, la creatividad y el trabajo en 
equipo son caracterfsticas que le ayudaran en su formacion, para solucionarproblemas reales de la sociedad, recurriendo al 
metodo de la ingenierfa. 


La Universidad de Antioquia, a tra- 
ves del programa Ude@, ha puesto 
a su disposicion contenidos acade- 
micos en diferentes medios con el 
fin de facilitarle el aprendizaje me¬ 
diante las tecnologfas de informati- 
ca y telecomunicaciones clasicas y 
modernas: 

■ Radio 

■ Television 

■ Impresos 

■ Web 

■ Multimedia 

■ Videoconferencias 



Tutoria 


Video-*, 
conferencia" 


El texto Ude@ 


En el modelo Ude@ los conocimientos son aportados por cada medio en igualdad de importancia y con las 
fortalezas propias de cada uno de ellos, pero el texto desempena un papel fundamental en el aprendizaje ya 
que es el que mas diversidad ofrece en terminos de funcionalidad y cantidad de contenidos. El texto Ude@ 
no solo permite analizar con mas detalle y profundidad los contenidos de cada curso, sino que facilita en 
mayor medida la realization de ejercicios, tareas y autoevaluaciones. 



La estructura del texto es lineal, con una progresion gradual de cada tema, lo cual hace mas facil la transmision del contenido 
de una manera logica. 

La division del texto esta dada por capftulos que, a su vez, agrupan modulos (sesiones de clase). Al empezar cada capftulo 
se encuentra un “Contenido breve” en la columna externa, que incluye una lista del numero y el tftulo de los modulos que 
componen el capftulo. Por su parte cada modulo contiene, en su primera pagina, un fndice tematico del contenido, objetivos 
especfficos, preguntas basicas y una introduccion, que le guiaran en el proceso de aprendizaje sobre el tema en particular 
de cada sesion de clase. 



Como usar este libro 





















Los iconos y la interrelacion de medios 


El material Ude@ ha sido producido de manera integral, teniendo como objetivo primordial el autoestudio. Por tanto, la 
production de los contenidos se desarrolla en los diferentes formatos (radio, television, web, multimedia, videoconferencias), 
con enlaces entre los mismos. La esencia de este enlace esta dada por los iconos Ude@. 

Los iconos, como representaciones graficas de la realidad, seran los elementos graficos que le 
ayudaran a guiarse en su navegacion por los diferentes medios. El espacio grafico de cada pagina 
del texto esta dividido en dos columnas: en la interior, mas ancha, podra observar todo lo relaciona- 
do con el desarrollo del contenido y las correspondientes figuras (graficas, fotos, etc.), mientras que 
en la exterior encontrara las llamadas a otros medios. Estas llamadas permiten que haya interrelacion 
y retroalimentacion entre los mismos. 


Los iconos de radio, television, multimedia, mapa conceptual, 
videoconferencia o web le indicaran la ruta a seguir. Por ello es importante que sepa que sobre el 
tema que esta estudiando en el modulo impreso, tambien hay material disponible en otros medios, 
y que ese material representa valor agregado puesto que el contenido de los diferentes formatos no 
se repite sino que se complementa. 

El mapa conceptual 





Sugerencias para el estudiante Ude@ 


A1 comienzo del texto Ude@ usted encontrara un mapa conceptual del 
curso, que lo orientara en el universo tematico de la disciplina. Esta herra- 
mienta pedagogica hace posible la integration conceptual, jerarquica y 
funcional, en forma grafica y espacial, de todos los contenidos. 



■ Es importante que durante su proceso de aprendizaje se pregunte cons- 
tantemente si de verdad comprendio el significado de los terminos y su 

uso. Una buena manera de comprobarlo es explicandole el concepto a otra persona. No dude en 
solicitar ayuda a su tutor. 

■ Antes de iniciar el estudio de un capftulo lea el contenido breve y la presentation. 



■ Las preguntas basicas de cada modulo le ayudaran a valorar la comprension de los nuevos 
conceptos presentados y de la tematica tratada a lo largo del mismo. 

■ El estudio de los ejemplos intercalados en los bloques de texto y la solucion de los ejercicios 
incrementaran sus habilidades en la solucion de problemas reales. 

■ Tome apuntes, planteese preguntas y trate de resolverlas. 
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El objetivo al redactar este texto ha sido desarrollar las ideas 
basicas del algebra lineal y mostrar algunas aplicaciones 
interesantes, haciendo un balance para no recargar dema- 
siado el desarrollo teorico y mantener un equilibrio entre la 
abstraccion y la aplicacion. Asf, algunas demostraciones de 
teoremas que resultan facilmente accesibles a los estudian- 
tes se dejan propuestas como ejercicios, y otras, demasiado 
dificiles para el nivel de un curso introductorio, no se pre- 
sentan. 

El hilo conductor en la presentacion de los temas ha sido la 
solucion de los problemas basicos del algebra lineal, enun- 
ciados por el profesor William Perry, asf: 

1. El problema de la solucion de un sistema de ecuaciones 
lineales. 

2. El problema de la construccion de una base para un espa- 
cio vectorial. 

3. El problema de la construccion de una matriz que repre¬ 
sente una transformacion lineal. 

4. El problema de los valores y los vectores caracterfsticos. 

5. El problema de la diagonalizacion. 

De estos, el problema de la «solucion de un sistema de 
ecuaciones lineales» ya fue tratado en el texto de Geometria 
Vectorial, en el cual se hace una introduction al algebra 
lineal. Es importante entonces hacer notar que en este texto 
no hay un desarrollo completo del algebra lineal basica, sino 
que continua la exposition de los temas ya comenzada en el 
curso anterior y por este motivo no se tratan los temas de 
sistemas de ecuaciones lineales y determinantes. 

El problema de la «construccion de una base para un espa- 
cio vectorial» se trata en el capftulo 1 sobre espacios 
vectoriales, y en el capftulo 2, ortogonalidad, donde se in¬ 
troduce un algoritmo para la construccion de una base 
ortonormal en un espacio vectorial. 

El tercer problema, la «construccion de una matriz que repre¬ 
sente una transformacion lineal», se resuelve en el capftulo 
3 sobre transformaciones lineales, y los problemas de «va- 
lores y vectores caracterfsticos» y «diagonalizacion» son 
tratados en los capftulos 4 y 5. 


En la actualidad existen muchos programas de computador 
que permiten desarrollar una amplia variedad de topicos y 
resolver gran cantidad de problemas que de otra forma con- 
sumirfan mucho tiempo y probablemente inducirfan a come¬ 
ter errores, dada la magnitud de los calculos que se tienen 
que realizar. El lenguaje de computation MATLAB es un 
excelente programa, facil de usar, y calificado para trabajar 
problemas de algebra lineal. Este libro no ensena el manejo 
de ese programa; sin embargo, en la multimedia disponible 
para el curso se plantean algunos ejercicios utilizando esta 
herramienta. 

Agradezco cualquier sugerencia que pueda contribuir a 
mejorarposteriores ediciones de este texto. Todas ellas pue- 
den enviarse a: 

clame @ matematicas. udea. edu. co. 

La autora 



Capftulo 1 



El poder lanzar al espacio un trasbordador es el fruto de anos de trabajo y un triunfo de la 
ingenieria de sistemas de control. Matematicamente, las senales de entrada y de salida de un 
sistema de control son funciones y es importante que estas senales puedan sumarse y multiplicarse 
por escalares. Estas dos operaciones con funciones tienen propiedades algebraicas analogas a las 
operaciones de sumar vectores en R" y multiplicar un vector por un escalar. Por esta razon, el 
conjunto de todas las posibles entradas (funciones) se llama espacio vectorial. 

Presentaci6n 


En el desarrollo de la geometrfa vectorial hemos identificado los vectores con los 
elementos de IE 2 y R 3 escribiendolos como parejas o ternas ordenadas de nume- 
ros reales, respectivamente; una vez hecho esto surge el problema de generalizar 
este concepto y tener vectores como rc-tuplas, conjuntos ordenados de n compo- 
nentes en un espacio de n dimensiones. Ahora, ^por que querrfamos hacer esto? 
La respuesta puede ser tan simple como decir que la mayorfa de los problemas de la 
vida real involucran mas variables que solo dos o tres. 

Es claro que cuando generalizamos el concepto de vector a n dimensiones ya no 
tenemos la intuicion geometrica que desarrollamos para el piano (K 2 ) y el espacio 
(R 3 ), pero podemos conservar las propiedades algebraicas. 

Nos proponemos definir una estructura algebraica llamada espacio vectorial, don- 
de se pueden reunir los conjuntos IE 2 , R 3 y, en general, R", ademas de otros con- 
juntos tales como las matrices y los polinomios. Con esta abstraccion podemos 


Espacios 

vectoriales 


Contenido breve 


Modulo 1 

Definition y propiedades del 
espacio vectorial 

Ejercicios 
Modulo 1 

Modulo 2 

Subespacios 

Ejercicios 

Modulo 2 

Modulo 3 

Combination lineal y subespa- 
cio generado 

Ejercicios 

Modulo 3 

Modulo 4 

Independencia lineal 

Ejercicios 

Modulo 4 

Modulo 5 

Bases y dimension 

Ejercicios 

Modulo 5 

Modulo 6 

Subespacios asociados con una 
matriz 




Ejercicios 

Modulo 6 

identificar los vectores como los elementos de un espacio vectorial y en esta forma 
tratar las matrices o los polinomios como vectores. 

Modulo 7 

Coordenadas y cambio de base 

Dentro de los espacios vectoriales podemos reconocer conjuntos que guardan en 
su interior la estructura de espacio vectorial, llamados subespacios. Una vez esta- 
blecida la estructura desarrollamos los conceptos de combinacion lineal, indepen- 

Ejercicios 

Modulo 7 

dencia lineal, base y dimension, los cuales constituyen los «ladrillos» para la cons- 
truccion de espacios vectoriales. Ubicamos como problema central en este capftu- 
lo la determinacion de una base para un espacio vectorial. Otros elementos que 
aportan a la solucion de este problema basico se presentan en el estudio de los 
subespacios asociados con una matriz y en el establecimiento de coordenadas y 
cambio de base. 


Modulojjp 

Definition y propiedades del 
espacio vectorial 

Contenidos del modulo 


El matematico y lingiiista aleman Hermann 
Grassmann (1809-1877) fue el primero en 
definir un espacio vectorial n dimensional y 
la independencia lineal. 

1.2Definicion 
1.3Ejemplos 
1.4 Propiedades 

Objetivos del modulo 


1.1 Ejemplos introductorios 

1.1.1 Las fuerzas que pueden actuar sobre un punto 

1.1.2 Las parejas de numeros reales (M 2 ) 



1. Construir la estructura de espacio vectorial. 

2. Identificar como vectores todos aquellos elementos de conjuntos que con las 
operaciones dadas verifiquen los axiomas de la estructura. 

3. Aprender el manejo algebraico dentro de un espacio vectorial. 

Preguntas basicas 


1. yQue es un espacio vectorial? 

2. ^Que propiedades deben cumplir las operaciones definidas de suma y producto 
por un escalar? 

3. ^Cuales son los espacios vectoriales mas usuales? 

4. yQue propiedades tienen el modulo del espacio y el inverso aditivo de cada vector? 

5. cQue otras propiedades algebraicas se desprenden de la definicion de espacio vectorial? 


Introduction 


Iniciamos este modulo presentando algunos ejemplos en los cuales observamos 
propiedades comunes que seran los puntos de partida o axiomas para la definicion 
de espacio vectorial. Una vez establecido este concepto se ilustra con otros ejem¬ 
plos y se extraen las principales propiedades algebraicas de los espacios vectoriales. 

Vea el modulo 1 del programa 
de television Algebra Lineal 

\ _ J 
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Capitulo 1 : Espacios vectoriales 


1.1 Ejemplos introductorios 



Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «Propiedades de los 
espacios vectoriales» 

V___ 


1 .1.1 Las fuerzas que pueden actuar sobre un punto 

Consideremos un punto material P y las fuerzas que pueden actuar sobre el. Si 
F l y F 2 son dos fuerzas que actuan sobre P, se puede encontrar una fuerza F 
resultante de F l y F n con la propiedad de ejercer sobre P la misma accion que 
F l y F 2 actuando simultaneamente. Asi que tenemos una fuerza F, que resulta de 



Escuche la biografia de Hermann 
Grassmann en su multimedia de 
Algebra Lineal 

\ ___/ 


sumar F t y F 2 (F = F t + F 2 ). 

Veamos que propiedades tiene esta operation. 

Representemos F t y F 2 por vectores cuya direction y sentido corresponden a los 
de las fuerzas dadas y su longitud (en una escala determinada) mide la magnitud; 
entonces, la resultante queda determinada por la diagonal del paralelogramo, dos de 

cuyos lados son los segmentos correspondientes a F l y F 2 (figura 1.1). 



Figura 1.1 

Sea T el conjunto de todas las fuerzas que actuan sobre P; entonces, podemos decir 
que: 

i. Si F 1 y F 2 pertenecen a T, F l + F 2 pertenece a T. 

Si sobre P tenemos tres fuerzas distintas F 1 ,F 2 yF 3 , podemos calcular su 
resultante de dos formas distintas: ( F ] + F 2 )+ F 3 o bien F l + (F 2 + F 3 ). Es 
decir, calculando primero F = F l +F 2 y luego la resultante de f con F 3 , o 
bien calculando primero F' = F 2 + F 3 y luego la resultante de F ] y F'. 

Una representacion geometrica nos muestra que (figura 1.2): 

ii. 
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(■ f 1+ f 2 )+f 3 = f 1+ (f 2 + f 3 ). 
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Figura 1.2 


Por otra parte, existe una fuerza de magnitud cero, fuerza nula, que podemos desig- 
nar 0 y tiene la propiedad de que: 

iii. F + 0 = 0 + F = F. 

Ahora, si llamamos la opuesta de Fa una fuerza F' que tiene la misma 
magnitud y direccion que F pero sentido contrario, encontramos que la 

resultante de F y F' es cero, es decir: 

iv. Para cada F existe F', talque F + F' = 0. Esta F' sellamara —F. 

Por ultimo, es claro que el orden en que se consideran las fuerzas no altera la 
resultante, esto es: 



v. 


Veamos ahora otra operacion: si Fes una fuerza y a un numero real, llama¬ 
mos aF la fuerza que tiene la misma direccion de F, su magnitud es \a\ 

veces la de F y su sentido es el mismo de F si a es positivo, y opuesto a F 
si a es negativo. 

Hemos entonces definido una operacion cuyos «factores» son una fuerza y 
un numero real y su resultado es otra fuerza. Esta operacion se dice que es 

externa ya que hace intervenir un elemento (el numero a) que no pertene- 
ce al conjunto T. 

Veamos algunas propiedades de esta operacion: 

vi. Si a es un numero real y Fef, entonces aF e T. 

Razonando geometricamente, podemos verificarque (figura 1.3): 
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Capitulo 1 : Espacios vectoriales 


vii. a(F l +F 2 )-aF l +aF 2 . 


aF t 



Figura 1.3 

Aplicando la definicion, se puede comprobar que: 

viii. (a + P)F = aF + pF. 

ix. cc(PF) = (aP)F. 

x. 1 F = F. 

1.1.2 Las parejas de numeros reales (R 2 ) 

Definimos en K 2 una operacion binaria interna (es decir, los elementos que intervie- 
nen en la operacion pertenecen al 2 ) que llamaremos suma, asi: 


{x l ,y l ) + (x 2 ,y 1 ) = ( < x l + x 2 , y! + y 2 ). 


o sea que la suma de dos parejas de R 2 es otra pareja de M 2 ; se cumple entonces 
que: 


i. Si (x 1 ,y 1 ) y (x 2 , y 2 ) e R 2 , entonces (x l ,y l ) + (x 1 ,y 2 ) e R 2 . 
Hay tambien una ley asociativa, es decir. 


((xi,yi) + (x 2 ,y 2 )) + (x 3 ,y 3 ) = (x, +x 2 , y t + y 2 ) + (x 3 ,y 3 ) 


Por otra parte. 


= (X]+X 2 +X 3 , y 3 + y 2 +y 3 ). 



Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 


(x l ,y 1 ) + [(x 2 ,y 2 ) + (x 3 ,y 3 )] = (x I ,y 1 ) + (x 2 + x 3 , y 2 + y 3 ) 

= (x,+x 2 +x 3 , y, + y 2 + y 3 ), 






luego 
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(Op y,) + (x 2 , y 2 )) + (x 3 , y 3 ) = (x„ y ,) + ((x 2 , y 2 ) + (x 3 , y 3 )). 


Existe, ademas, un elemento de R 2 que es el (0,0) tal que: 
(x, y ) + (0,0) = (x, y) para todo (x, y) en R 2 . 


Asfmismo, paracadapar (x,y) podemostomarelpar (-x,-y), demodoque: 


(x, y) + (—x,—y) = (0,0). 


Finalmente, hay una ley conmutativa, puesto que: 


(X 1 ,y 1 ) + (x 2 ,y 2 ) = (x 1 +x 2 , y 3 + y 2 ) = (x 2 + x p y 2 +y l ) = (x 2 ,y 1 ) + (x„y,). 


Entonces, 


(Xpy 1 ) + (x 2 ,y 2 ) = (x 2 ,y 2 ) + (xpy 1 ). 


Definimos ahora una segunda operacion, externa, entre un numero real y un 
parasf: 


a ■ (x, y) = (ax, ay), 


cuyo resultado es un elemento de R 2 ; con esta operacion se verifican las 
siguientes propiedades: 

Si a e R y (x, y) e R 2 , entonces a(x, y) e R 2 . 

Veamos ahora que: 

a((x P y 1 ) + (x 2 ,y 2 )) = a(Xpy 1 ) + a(x 2 ,y 2 ). 

Demostracion 


«((Xpy 1 ) + (x 2 ,y 2 )) = a(x, +x 2 , y 1 + y 2 ) = (a(x I +x 2 ), a(y, +y 2 )) 

= (axj +«x 2 , ay x +ay 2 ). 

De otro lado, 

«(Xpy,) + «(x 2 ,y 2 ) = («Xp ay^ + (ax 2 , ay 2 ) = (ax, +ax 2 , ay, +ay 2 ). 


(a + fi)(x, y) = a(x, y) + J3(x, y). 
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Demostracion 

(a + fl)(x,y) = ((a + fl)x, (a + fl)y) = ( ax+ fix, ay + fly) y 
a(x,y) + fl(x,y) = (ax, ay) + (flx, fly) = (ax + flx, ay + fly). 


ix. a(fl(x, y)) = (afl)(x, y). 

Demostracion 

a(fl(x, y)) = a(flx,fly) = (aflx, afly) y 
(afl)(x,y) = (aflx, afly). 

x 1 (x,y) = (x,y). 

Demostracion 

l(x, y) = (lx,ly) = (x, y). 

1.2 Definicion 

Los ejemplos anteriores nos sirven para obtener un conjunto de propiedades comu- 
nes a ellos. Todos los resultados que podamos deducir a partir de dichas propieda¬ 
des seran validos en los ejemplos realizados y en cualquier otro que goce de las 
mismas propiedades. 

A estas propiedades comunes las llamamos axiomas en la siguiente definicion. 

Un espacio vectorial V es un conjunto de objetos llamados vectores con dos ope- 
raciones, suma y producto por un escalar, que satisface los siguientes axiomas: 

L Si a y b son elementos de V, entonces a + b pertenece a V; o de otra forma, 
la suma es una operacion cerrada en V. 

ii. (a + b) + c = a + (b + c) para todo a, b, c e V. 

iii. Existe un elemento 0 en V tal que a + 0 = 0 + a = a para toda a e V. 

iv. Para cada a £ V existe un elemento -a £ V tal que a + (-a) = 0. 

v. a + b = b + a para todo a, b en V. 

vi. Si a e V y a es un escalar (aeK o C), entonces aa e V. Es decir, 

V es cerrado bajo la operacion producto por un escalar. 

vii. a (a + b) = a a + a b para todo escalar a y para todo a y b e V. 
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viii. (a + P)a = a a + /?a para todo a, P escalares y a e V. 

ix a (Pa) = («/?) a para todo a, /? escalares y a e V. 

x la = a para todo aeV. 

Nota: cuando los escalares son numeros reales, decimos que se trata de un espacio 
vectorial real, y en caso de que sean numeros complejos hablamos de un espacio 
vectorial complejo. 

En el axioma viii debe notarse que el signo + al lado izquierdo de la igualdad se 
refiere a la suma en el conjunto de escalares, y el signo + al lado derecho denota la 
suma en el conjunto de vectores V. 

1.3 Ejemplos 

1. IK", con las operaciones de suma y producto por un escalar definidas usual- 
mente, tiene estructura de espacio vectorial. 

2. Sea V =P„ = {P/p(x)=a n x" +a tt _ l x"~' x + a 0 , a, e R} el conjunto 

de los polinomios de grado menor o igual que n. 

Elelemento0(neutro)en P n es 0 (jt) =0x" +0%" _1 + ... + 0x+0. 

Si P(x) = a n x" +a n _ l x"~ 1 +... + fl 1 rj + a 0 y 
Q(x) = b n x" +b n _ l x "~ 1 + ,., + px + bg, 

entonces 

(P + Q) (x) = P(x) + Q(x) = 

(a n +b n )x" +(«„_! +b ll _ l )x"~ 1 +... + («, +b t )x+(a 0 +b 0 ). 

Se ve claramente que la suma de dos polinomios de grado menor o igual que 
n es otro polinomio de grado menor o igual que n. Se pueden comprobar las 
propiedades ii y v a x con: 

( ap)(x ) = a(p(x )) 

= aa n x" +aa n _, x"~‘ +... + aa x x + aa 0 , ap e P n . 

-p(x) = —a n x" —a n _ l x"~ 1 + ...-a 1 x-a 0 

p(x) + (-p(x)) = 0(x). 


3. Si V =M mn (conjunto de matrices m por n) con la suma y la multiplicacion 
escalar usuales, es facil verificar que M m n es un espacio vectorial con 0 
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como la matriz cero de M mn , Si A = (a iJ ) (mn) , entonces -A = (—a @ ) (0M1) , 
-A e M mn . 

4. Sea S 3 el conjunto de matrices invertibles de 3x3 . Se define la suma 

A ® B por A®B = AB. Si A y B son invertibles, entonces AB es invertible 
y se cumple i. 

El axioma ii es la ley asociativa para la multiplicacion de matrices. Los 
axiomas/ny/vsesatisfacencon 0 = 1, y -A =A~ l . Sinembargo, AB ^ BA y 
el axioma v no se cumple. Por tanto, Sj no es un espacio vectorial. 

5. Sea V = C[a,b] = conjunto de funciones continuas de valores reales defi- 
nidas en el intervalo [a,b] . Se define 

(f + g)(x)=f(x) + g(x ) y (af)(x) = a[f(x)]. 

Como la suma de funciones continuas es continua, el axioma i se cumple; de 
la misma forma el producto de un escalar por una funcion continua tambien 
es una funcion continua (propiedad vi). Los otros axiomas se verifican 

facilmente con 0, la funcion 0 y (- f)(x ) = -f{x). Luego C[a,b], con las 
operaciones definidas, tiene estructura de espacio vectorial. 

6. Sea V el conjunto de los numeros reales (M) con las operaciones 

x©y=x-y(© es la resta ordinaria) y la multiplicacion por un escalar 
como la multiplicacion ordinaria. Veamos si V es un espacio vectorial. 

x © y y ax son numeros reales, lo cual verifica las condiciones i y vi 
de la definicion. 

Veamos que pasa con la propiedad conmutativa. 

Sea x = 2 e y = 3. 


xffiy = 2-3 = -1, 
y®x =3-2 = 1, 

luego 

xffiy * yffix. 

Ademas las propiedades ii, Hi y iv tampoco se cumplen. Las propiedades 
vii, ix y x se cumplen, pero la propiedad viii no; veamos por que: 

Sea a = 2, jB = 3, x = 4. 

(a + J3)x = (2 + 3)4 = 5x4= 20, 
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pero 

ax®/?x = 2x4-3x4 = 8-12 = -4. 

Sea V ={(x,y,z): ax + by +cz = 0, a, b, c e M}. 

Esto es, V es el conjunto de puntos en M 3 que estan en el piano con vector 
normal ( a, b, c ) y que pasa por el origen. 

Veamos si se cumplen las dos propiedades de cerradura, es decir, i y vi. 

Sean (x l ,y l ,z l ) y (x 2 ,y 2 ,z 2 ) elementos de V; veamos si 

Oi+ x,, y x + y 2 , z,+z 2 ) eV. 

Como (x 1 ,y l ,z l ) eV, (1) 

ax, +by 1 +cZj = 0. 

De igual forma, 

ax 2 +by 2 +cz 2 = 0. (2) 

Sumando y factorizando (1) y (2) obtenemos 

a(x j+ x 2 ) + b(y[ + y 2 ) + c(zj + z 2 ) = 0. 

Estaexpresionsignificaque (x, + x 2 , y x +y^, z x + z,) ef. 

Ahora observemos que sucede con a(x 1 ,y l ,z 1 ), aeK. 

a x, + b y x + c Zj = 0, 
a(ax l + by x + cz,) = a0 = 0, 
aax l +bay l +caz l = 0. 


Por tanto, 

(ax p a >p az,) e V, 

esto es, 

a (x,, y, z,) e V. 

Ademas, si a = 0, se tiene que (0, 0, 0) eV,y con a = -1 tenemos 
que 

-(Xp^iZi) e V, 
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con lo cual verificamos las propiedades iii y iv. Las demas propiedades se 
comprueban facilmente aplicando las propiedades de los numeros reales. 

El siguiente ejemplo nos muestra que no necesariamente la suma vectorial 
ha de estar relacionada con la suma ordinaria, y que el vector cero, 0 , no 
tiene que relacionarse con el numero real 0. 


Sea V = {x / x e R, x > 0}. La suma y la multiplicacion escalar se definen asf: 
x©y = xy y aOx = x", asK. 


Veamos que V, junto con estas operaciones, es un espacio vectorial. Com- 
probemos inicialmente las dos propiedades de cerradura i y vi. 

Sean x, y e V; entonces, x©y = xy 6 V. El producto de dos reales positi- 
vos es un real positivo. 


Ahora, sean a e R y x e V ; entonces, a O x = x". Como x es un real 
positivo, al elevarlo a cualquier potencia real se obtiene un numero real 
positivo. 


Ejemplifiquemos algunas sumas y multiplicaciones escalares en V. 


304 = 3x4 = 12 
4 0 8 = 32... 


2 O 

3 = 3 2 = 9 

4 

4 

Escalar 

Vector 

1 

— o 

2 

II 

^ Kt 

N 

^i- 

II 

4 

4 

Escalar 

Vector 

.. Sean x, y, 

z, en V. Entonces, 


1 

2 


(x©y)0z = (xy)z = x(yz) = x0(y©z). 

4 4 

Definition de Propiedad asociativa 
la operation del producto entre reales 

■ Identico aditivo: 

Encuentre 0 e V tal que 

x © 0 = x, 
x 0 = x. 

Luego 0=1. Es decir, el numero real positivo 1 es el identico aditivo o «cero» 
para este espacio. 
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Para todo xeV, - x debe satisfacer que 
x®(-x) = 0, 

luego x(-x) = 1. 

Asf que - x = —. 

x 

Como x > 0, — > 0 y, por tanto, 
x 

-X G V. 

Las demas propiedades las dejamos como ejercicio. 

1.4 Propiedades 

Teorema 1 

Sea V un espacio vectorial. Entonces: 

i. El elemento neutro, 0, de V es unico. 

ii. Para todo xeV existe un unico x' e V tal que x + x' = 0. 

iii. a 0 = 0 para todo escalar a. 

iv. Ox = 0para todo xeV. 

v. Si ax = 0, entonces« = 0 ox =0 (o ambos). 

vi. (— l)x = -x para todo x e V. 

Demostremos las partes i, iii y vi del teorema. 

i. Supongamos que 0 y 0' son elementos neutros de V\ entonces, 

0 + O' = 0' y 0' + 0 = 0 . propiedad iii 

luego 0' = 0 + 0' = 0' + 0 = 0. propiedad v 
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0 + 0=0, 

«(0 + 0 ) = a 0 , 

aO + aO = aO, 

(aO + aO) + (- aO) = «0 +(-aO), 
«0 + («0 + (-« 0 )) = 0 , 
aO +0 = 0, 

aO =0. 


propiedad Hi 


multiplicando por a 
propiedad vii 
(suma a ambos lados - a 0) 
propiedades ii y iv 


propiedad iv 
propiedad iii 


vi. 1 + (-1) = 0, 

0 = Ox = [1 + (-l)]x = lx + (-l)x = 0, 
lx + (— l)x + (-x) = -X, 

(x + (—x))+ (-l)x = -X, 

0 + (-l)x = -x, 

(-l)x = -X. 

( ;Que propiedades se aplican en los pasos de la demostracion? 
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Ejepdcios 

Modulo 1 


1. Verifique con detalle que R" es un espacio vectorial. 

2. Verifique con detalle que P n es un espacio vectorial. 

3. En el ejemplo 7, verifique los axiomas ii, v, vii, viii, ix y x de la definicion de espacio vectorial. 

4. Verifique con detalle que M mn es un espacio vectorial. 

5. En el ejemplo 8 verifique el cumplimiento de los axiomas v, vii, viii, ix y x de la definicion de espacio vectorial. 


En los ejercicios 6 a 16 determine si el conjunto dado, junto con las operaciones dadas, es un espacio vectorial. Si no lo es, 
mencione al menos un axioma de la definicion que no se cumple. 


6. Sea V = |(x, y, z) e R 3 / z = 0, x,ye R| con las operaciones usuales de R 3 . 

7. Sea V = R, con las operaciones ordinarias de suma y multiplicacion en R. 

8. Sea V el conjunto de matrices simetricas reales de n x n con las operaciones matriciales usuales. 

9. Sea V el conjunto de matrices antisimetricas reales de n x n con las operaciones matriciales usuales. 

10. Sea V el conjunto de matrices invertibles n x n con las operaciones matriciales ordinarias. 

11. Sea V el conjunto de matrices no invertibles n x n con las operaciones matriciales ordinarias. 

12. Sea V = \A nxn / AC = 0, C es una rnatriz constante de n x «j con las operaciones matriciales ordinarias. 

13. Sea V el conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales (x, y) con x < 0, con las operaciones usuales 
en R 2 . 


14. Sea V = {C} (un conjunto con un solo elemento) con las operaciones de suma y producto por un escalar definidas 
por C + C = C y aC = C para todo aeR. 

15. Sea V el conjunto M 3 con la operacion de suma usual y la operacion producto por un escalar definida por: 

a Q(x, y, z) - {x,\,z), aeR. 
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16. Sea V el conjunto R 3 con la operacion de suma dada por (x,, y 1 , ) © (x 2 , y 9 , z 2 ) = (x 2 , y 1 + y 2 , Z 2 ) y la operacion 
producto por un escalar usual. 

17. Demuestre las partes ii, iv y v del teorema 1. 

18. Si x e y son vectores de un espacio vectorial V, demuestre que existe un vector unico z e V tal que x + z = y. 



Ejercicios del modulo 1 


Modulo 2 

Subespacios 


Contenidos del modulo 


2.1 Definition y criterio de subespacio 

2.2 Ejemplos 

2.3 Propiedades 



En M 3 las rectas y los pianos que pasan 
por el origen son subespacios. 


Objetivos del modulo 


1. Reconocer en V aquellos subconjuntos que tienen estructura de espacio vectorial. 

2. Aplicar el criterio de subespacio para determinar subespacios en un espacio 
vectorial V. 

3. Aplicar las propiedades de los subespacios. 

Preguntas basicas 

1. i,Que es un subespacio? 

2. Si H es un subespacio de V, ( ',el elemento neutro de V pertenece a HI 

3. ( : ,Es la interseccion de subespacios de V un subespacio de V? jLo es la union? 

4. ( : ,En todo espacio vectorial hay subespacios? 


Introduction 


En muchas aplicaciones es necesario emplear subconjuntos de espacios vectoriales, 
que son a su vez espacios vectoriales. En el modulo 1 vimos que el conjunto de 
ternas ordenadas que forman un piano que pasa por el origen es un espacio vecto¬ 
rial, as! que tanto R . 3 como este subconjunto son espacios vectoriales. 


■\ 


Vea el modulo 2 del programa 
de television Algebra Lineal 

\ _ ) 
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2.1 Definicion y criterio de subespacio 


Sea H un subconjunto no vacfo de un espacio vectorial V y supongase que H en si 
mismo es un espacio vectorial con las operaciones de suma y multiplication por un 
escalar definidas en V. Entonces se dice que //es un subespacio de V. 

El siguiente teorema nos mostrara un resultado que simplificara notablemente el 
trabajo para determinar si un subconjunto de V es o no un subespacio de V. 

Teorema 1: Criterio de subespacio 

Un subconjunto no vacfo H del espacio vectorial V es un subespacio de V si se 
cumplen las dos reglas de cerradura. Esto es: 

1. Si xe//e ye//, entonces x + ye/Z. 

2. Si xe H , entonces axe H paratodoescalar a. 

La demostracion del teorema consiste en verificar que al darse las dos reglas de 
cerradura se verifican los demas axiomas de la definicion de espacio vectorial. 

Como los vectores de //tambien estan en V, las leyes de asociatividad, conmutatividad, 
de distribution y de identidad multiplicativa (axiomas ii, v, vii, viii, ix y x ) se cum¬ 
plen. 

Ahora, si x e H , entonces Ox e H por (2) y Ox = 0 (teorema 1, modulo 1). De igual 

manera, (-l)x e H y (-l)x = -x (teorema 1, modulo I), veriticandose el axioma iv. 
Con esto queda completa la demostracion. 

El teorema anterior establece que para probar si un conjunto H,H ci V, es o no un 
subespacio de V, basta con probar las dos reglas de cerradura. 

Como consecuencia del teorema podemos expresar lo siguiente: 

i. Todo subespacio de un espacio vectorial V contiene el 0. 

ii. Todo espacio vectorial tiene dos subespacios triviales: el mismo espacio 
(V c VO y el conjunto que tiene como unico elemento el modulo. (i Por que? 


Los subespacios distintos a V y { 0 j se llaman subespacios propios. 

2.2 Ejemplos 

1. Sea H = j (x, y)/ y = mx, m es un real fijo y jceI}. 


H czR 2 y H*0. 

Sean (x,, y,) y (x, y 2 ) elementos de //; entonces, 
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(x P )|) = (x p m x,) y (x 2 ,y 2 ) = (x 2 ,mx 2 ). 
(x l + x 2 , y, + y 2 ) = (Xj + x 2 , mx l + mx 2 ) 


= ((x, +x 2 , m(x l +x 2 )). 


Luego 

(Xi+X 2 , y l +y 2 )&H. 

Ahora, sea (x, y) e H y veamos si a (x, y ) e H. 

(x, y) = (x, m x), 

a(x, y) = a(x,mx ) = (ax, amx ) = (ax, m(ax)), 

(ax, m(ax))eH. 

Por tanto, 

a(x, y) gH. 

En consecuencia, el conjunto de puntos del piano que estan sobre una recta 
que pasa por el origen forma un subespacio de R 2 . 

2. Sea H = j(x, y) gM 2 / y = mx + b}, H cz M 2 , H ^ 0 

Veamos si H es un subespacio de R 2 . 

H esta formado por los puntos sobre una recta de pendiente m e intercepto 
con el eje y igual a b. Es decir, una recta que no pasa por el origen. 

Sean (x l , y,)y (x 2 , y 2 ) elementos de H. Veamos si (x, ,}’,)+ (x 2 ,y 2 )eH. 


(x,, y { ) = (X[, m Xj + b), (x 2 , y 2 ) = (x 2 , m x 2 +b). 


(x t , Vj) + (x 2 , y 2 ) = (Xj + x 2 , y, + y 2 ) = (Xj +x n , mx l +b + mx 2 +b) 
- (Xj +x 2 , m(x l +x 2 ) + 2 b). 


Luego (Xj, y,) + (x,, y 2 ) y // y, por tanto, H no es un subespacio de R 2 . 



3. 


H es el conjunto de puntos de R ;5 que estan sobre una recta del espacio que 
pasa por el origen. Comprobemos para H las dos reglas de cerradura. 

Sean (x,,y,,z,) y (x 2 ,y 2 ,z 2 )eH; entonces. 


(x,, y,, z,) = (at^bt^ctj, 
(x 2 ,y 2 ,z 2 ) = (at 2 ,bt 2 ,ct 2 ), 
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(jp^pZ,) + ( x 2 ,y 2 ,z 2 ) = (at l +at 2 , bt t +bt 2 , cf, +ct 2 ) 

= (a(Z,+f 2 ), f?(f,+t,), c(f,+f 2 )), (Z,+f 2 )e]BL 
Luego (Ox,, y,, z,) + (x 2 ,y 2 ,z 2 ))eH y 

«(x 1 ,y 1 ,z 1 ) = («(«?[), a(bf,), «(c/,)) 

= (a(«f,), b{at x ), c(«fj)e//, (a^sl). 

Asf que H es un subespacio de R 3 . 

En M 2 tenemos los siguientes subespacios: los subespacios triviales R 2 y 
{0}, y un subespacio propio, las rectas que pasan por el origen. 

Los subespacios propios de R 3 son las rectas y los pianos que pasan por el 
origen. 

4. Sabemos que todo polinomio es una funcion continua, asf que el conjunto 
de polinomios de grado menor o igual que n en el intervalo cerrado 

[i a,b ], P n [a,b] es un subconjunto del conjunto de funciones continuas 
dentro del mismo intervalo. 

P n [a,b] cC[a,l;]. 

Como P n es un espacio vectorial para todo entero n, entonces es un 
subespacio de C[a,b ]. 

5. Sea C'[a,b] el conjunto de funciones con primera derivada continua, 
definidas en [a,b]. 

Como toda funcion derivable es continua, entonces C'[a,b]<zC[a,b], Ade- 
mas, la suma de funciones diferenciables es una funcion diferenciable, y un 
multiplo constante de una funcion diferenciable es diferenciable. Se ve 

entonces que C'[a,b] es un subespacio propio de C[a,b] , ya que no toda 
funcion continua es diferenciable. 

2.3 Propiedades 

Teorema 2 

Sean y H , subespacios de un espacio vectorial V. Entonces // n W, es un 
subespacio de V. 
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Demostracion 

H l n H 2 *0 ya que 0 e //, n H 2 . 

Sean x, y x 2 elementos de H l n H n , luego x, e ff, y x, g H n . Igualmente, 
x, g H l y x 2 £ ff,. Como // y H 2 son subespacios, se cumple que 

(Xj + x 2 )g//, y (Xj + x 2 ) e Ht 

Es decir, 

(Xj + x 2 ) g //j n// 2 . 

Ahora, ax l gH x y «x,g// 2 , ya que x t g//j y x x g //,. 

Luego 

g//j n// 2 . 

Por tanto, se cumplen las dos reglas de cerradura y H l n H 2 es un subespacio. 

La interseccion de subespacios es un subespacio, pero la union (//, uff,) no 
neeesariamente es un subespacio. 

Ejemplo 

H l =|(x, y)cR 2 1 y=x^. 

H 2 = { (x, y) g R 2 / y = 2x} . 

(l,l)Gff, y (1, 2)g H 2 . 

Entonces 

(1, 1) g (//; ui/ 2 ) y (1, 2) g //, u// 2 . 

Pero (1, 1) + (1, 2) = (2, 3) g (H t u// 2 )ya que (2, 3)£//, y (2, 3) g H 2 . Asf que 
//j u H n no es cerrado bajo la suma y, por tanto, no es un subespacio. 
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En los ejercicios 1 a 12 se dan un espacio V y un subconjunto W. Determine si W es un subespacio. 

1. V = R 2 , W = {(%, y)\x= . 

2. V = M nrl , W = {A e M nn : A es simetrica}. 

3. V = R\ W = {(x, y, z) e M 3 : (x, y,z) es perpendicular a (a,£>,c)J. 

4. V=P 4 , W={p6P 4 :p(0)=0}. 

5. V = P 4 , W = {peP 4 :p(0) = l}. 

6. V = P 4 , W = [p e P 4 : grado de p = 4}. 

7. La traza de una matriz A wxn se define como: 

tr A — ^ + &22 +... + ci nn . 


Sean V = M nn y W = {A e M m : tr A = 0}. 
V=M 22 , W =\AgM 22 :A = 


9. V=M 24 , W ={AgM„:A = 


10. V=M n , W = AeM 23 : A = 

11 . 

12 . 


a 0 
0 b 

a b c 
d e f 

a b c 
d 0 0 


, donde a = 2c +1 


, donde b = a + c 


V = C[0,1], W = {/ e C[0,1]: /(O) = /(l) = 0}. 

V = C[0, 1], W ={f g C[0, 1] : /(0) = 1} . 


13. Sean V = M 23 , W 1 =<Ag M 23 : A = 


0 be 

d e f 


y W 2 =\AgM„:A = 


a b c 
d e 0 


con b = a + c 


a. Demuestre que W, y W 2 son subespacios. 

b. Describa el subconjunto W =W t r\W^ y demuestre que es un subespacio. 
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14. Sea W = jx e R" : AX = 0, con A e M mxn j. 


Demuestre que W es un subespacio de R" . W se llama espacio nulo de la matriz A. 

15. Sean x = (1, 2, 4) e y = (-3, 2, 0) dos vectores en R 3 y sea 

W = {u e M 3 : u = ax + J3y, con a, P e Mj . 

Demuestre que W es un subespacio de R 3 . 

16. Sean W 1 y W 2 subespacios de un espacio vectorial V. 

Sea Wj + W 2 = {v: v = v, + v, con Vj e W 1 yv, e W 2 ). 

Demuestre que W t + W 2 es un subespacio de V. 
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Modulo 3 

Combinaci6n lineal y subespacio 
generado 


Contenidos del modulo 


3.1 Definition y ejemplos de combination lineal 

3.2 Conjunto generador de un espacio vectorial 

3.3 Espacio generado por un conjunto de vectores 


Objetivos del modulo 

1. Definir una combinacion lineal. 

2. Generar un subespacio de un espacio vectorial a partir de un conjunto. 

3. Diferenciar un conjunto generador del subespacio generado por el. 



Preguntas basicas 


1. <,Que es una combination lineal? 

2. (-Cuando un conjunto genera un espacio vectorial? 

3. ('Como se genera un subespacio de V a partir de un subconjunto de V? 


Introduccion 


Iniciamos el modulo definiendo lo que es una combinacion lineal, concepto este 
necesario para la construction de subespacios a partir de subconjuntos finitos del 
espacio vectorial V. A1 subconjunto dado lo llamamos conjunto generador, y al 
subespacio construido, subespacio generado. 



Vea el modulo 3 del programa 
de television Algebra Lineal 


\ _ / 
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3.1 Definition y ejemplos de combination lineal 
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Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Combi- 
nacion lineal® 


Definicion 1 

Sean v 1 ,v 2 ,...,v n vectores en un espacio vectorial V. Decimos que x es unu combina¬ 
tion lineal de los vectores v 1 ,v 2 ,...,v„ si existen escalares a l ,a 2 ,...,a n , tales que: 


x = a,v, + a 2 v 2 +... + a n \ n 

=Zai v i- 

1=1 


Observaciones 

1. Toda combinacion lineal de vectores de un espacio dado es otro vector del 
mismo espacio. 

2. El modulo de un espacio vectorial es combinacion lineal de cualquier con- 
junto de vectores del mismo espacio. 

0= 0v, +0v 2 + ... + 0v„. 

3. Todo vector es combinacion lineal de sf mismo. 

x, = lx,. 

4. Todo vector es combinacion lineal del conjunto que contiene dicho vector. 

v, = lv, +0v 2 +... + 0v„. 

Ejemplos 

1. La figura 3.1 muestra un vector v en K 2 o R 3 como combinacion lineal de 
los vectores v, y v 2 . 



2. Si a y b son vectores libres, Pr (alb), la proyeccion de a sobre b, esuna 


combinacion lineal de b, y Pr (bl a) es una combinacion lineal de a. 
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f -5 ] 


f 4 l 


f r 

-2 

es una combinacion lineal de los vectores 

1 

y 

0 

-7. 


2 


-i, 





'4' 


f 

que 

-2 

= -2 

1 

+ 3 

0 




,2, 


-1, 


En M 2 , sean v, = (2,1) y v 2 = (-4, -2). Veamos si v = (6, 3) es una 
combinacion lineal de v, y v 2 . 

Debemos entonces determinar si existen escalares a, y a 2 tales que 

v = a, v, + a 2 v 2 . 

(6, 3) = a l (2,l)+a 2 (-4, -2) 


Luego 

6 =2a, -4a 2 , 
3 = cij —2a 2 , 


'2 -4" 

i 

i_ 


ON 

<N ' 

1 

a 2 


3_ 


La matriz aumentada es: 


2 -4| 

1 -2 




—1 

operaciones elementales ^ 

1 -2 

3 

se reduce a 

0 0 

0 





El sistema tiene infinitas soluciones dadas por cij = 3+2a 2 y a 2 eM. Por 
ejemplo, si a, = 1, a 2 = 5 y (6, 3) = 5(2, 1) + (-4, - 2); pero si hacemos 
a 2 = 0, a, = 3 y (6, 3) = 3(2, 1) + 0(-4, -2), etc. 


De modo que v es una combinacion lineal de Vj y v, de muchas maneras. 

Podemos entonces observar que si un vector v es una combinacion lineal 
de Vj, entonces esa combinacion lineal puede no ser unica. 


En P 3 , sea A = j-l+jc, l + x 2 , 2jc + a - 3 }. Veamos si Q(x) = 3+x 2 +x 3 es 
una combinacion lineal de A. 

Expresemos a Q (x) como una combinacion lineal de los polinomios de A. 
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3 + x~ + x ^— a 3 (—1 + x) + a 2 (1 + x ~) + a 3 (2.x + x ). 

Igualando los coeficientes de los terminos del mismo grado en ambos lados 
de la igualdad tenemos: 


(1) 3 = -«[ + a 2 . 

(2) 0= a t + 2 a 3 . 

(3) 1 = a,. 

(4) 1 = a,. 


Con el valor a 2 =1 en (1), 3 = —a l + 1, entonces «, = -2. 

Con a i = - 2 y a, = 1, la ecuacion (2) se expresa como 0 = -2 + 2(1). 

Por tanto, hemos determinado escalares a t ,a 2 ,a 3 tales que: 

3 + x 2 + x^ = — 2(— 1 + x) + (1 + x 1 ) + (2x + x 3 ). 

3.2 Conjunto generador de un espacio vectorial 

Definicion 2 

Sean v,,v 2 ,...,v n vectores en un espacio vectorial V, y suponga que todo vector 
v e V se puede expresar como una combinacion lineal de estos vectores. Entonces 

se dice que { v p v 2 ,..., v„} es un conjunto generador de V, o que los vectores v p v 2 ,..., \ n 
generan a V. 

Es decir, para todo veV, existen a 1 ,a 2 ,...,a n reales, tales que: 


v = AjV, + a 2 v 2 +... + a n \ n . 
Ejemplos 


6 . 


Los vectores 


vOy 


vly 


generan 


Por ejemplo, 


/ 2'' 

v4y 


= 2 


vOy 


+4 


vly 



T 


f°l 


f°l 

ylos vectores 

0 


1 


0 




,0, 


.1, 


generan K 3 . 
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7. En P n todo polinomio se puede expresar como combinacion lineal de los 
monomios 1, x,x 2 ,..., x"; luego generanaP n . 


En W„: 


'a b ^ 


f 1 0) 

fo iA 

O 

O 


"0 0" 


= a 

+ b 

+ c 


+ d 


K c d j 


looj 

lo oj 

,1 0; 


.0 i. 


Entonces, 


"1 0 ^ 


"0 P 


"0 0 ^ 

f 

v 0 0 , 

’ 

v 0 0 , 

’ 

,1 o , 

• 1 


'0 0 
,0 1 


generan M 12 


3.3 Espacio generado por un conjunto de vectores 

Definition 3 

Sean v 1 ,v 2 ,...,v jI n vectores en un espacio vectorial V. El espacio generado por 
{vj,v 2 ,...,v„}es el conjunto de las combinaciones lineales de v 1 ,v 2 ,...,v b . Esto es: 
gen {Vj , v 2 ,..., v„} = {v :v = a l \ l +a 2 \ 2 +...+a n \ n }, donde a 1 ,a 2 ,...,a n sonescalares. 

Del conjunto {v 1 ,v 2 ,...,v n } se dice que es generador. 

Teorema 1 

Si v 1 ,v 2 ,...,v n son n vectores en un espacio vectorial V, el gen{v 1 ,v 2 ,...,v„} es un 
subespacio de V. 

La demostracion del teorema se deja como ejercicio. 

Ejemplos 

9. En M, sea A = {l}. 

gen A = {x/x =a-l, aei) =K. 

jites generador para ]R. 


10 . 


En M 3 , sea A = {(1, -2, 0), (3,1, -1)}. 

gen (A) ={(x,y,z)/(x,y,z) = a t ( 1, -2, 0) + a, (3,1, -1); a v a 2 eR}. 


Determinemos una relation entre x,y ,z. 

( x, y,z ) = (a 1 + 3 a 2 , -2 a t +a 2 , -a 2 ), 
x = a, +3 a-,, 
y = —2a l +a 2 , 
z = -a 2 . 



K 


Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Mezcla 
de concreto® 
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1 

3 

X 


l 

3 

X 

R i — y — R ^ 

7 

2 

1 

y 

Rr, -> /?2 + 2 R 

0 

7 

y + 2x 

0 

-1 

z 

~ R] 

0 

1 

-z 

R^Rj- R 










y + 2x 
7 

y + 2x 
-z - 

7 


Luego los elementos de gen (A) deben satisfacer 

_ z _( z± 2 i ) = 

7 

o sea 


2x + y + l z = 0. 

gen (A) = \{x,y,z)l 2x + y+1 z = 0} (piano quepasapor el origen). 

Nota: el espacio generado por dos vectores no nulos en R 3 y que no sean paralelos 
es un piano que pasa por el origen. 

Teorema 2 

Sean v 1 ,v 2 ,...,v il , v n+1 , n + 1 vectores que estan cn un espacio vectorial V. Si v 1 ,v 2 ,...,v„ 

genera a V, entonces v,,v 2 ,..., v„, v n+1 tambien genera a V. Esto es, la adicion de uno 
o mas vectores a un conjunto generador de V da por resultado otro conjunto gene- 
rador de V. 

Demostracion 


Sea veV; como {v p v 2 ,...,v„} genera a V, entonces existenescalares a 1 ,a 2 ,...,a n 
tales que v = a,v, +a 2 v 2 +... + a n \ n . 

Asf que v tambien puede expresarse como 

v = cijV, +a 2 v 2 +... + a n y n +0v n+1 , 


lo cual muestra que {v p v 2 ,..., \ n , v n+1 } tambien genera V. 

Ejemplo 


El espacio vectorial R 2 puede ser generado por el conjunto A = 




. Tam¬ 


bien puede ser generado por un conjunto mayor A' 
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Ejer^ciosj^ 

Modulo 3 

En los ejercicios 1 a 3 determine si el vector dado w es combinacion lineal de v y v 2 . Si lo es, encuentre a y a 2 tales que 
w = a, Vj + a 2 v 2 . 

1. Vj = (2, -1) y v 2 = (-4, 2). 

a. w = (-6, 3). 

b. w = (1,1). 

c. w = (0, 0). 

2. Vj = (1, - 3) y v 2 = (-2, 6). 

a. w = (-3, 9). 

b. w = (3, 6). 

c. w = (0, 3). 


" 1 

2" 

, v 2 = 

"3 

2 

-2 

1 


-1 

1 


1 0 


-3 2 


-13 -6 


4. Sean p l =x + x 1 , p 1 =x + x 3 y p 3 =x + x 2 +x 3 . 

Determine cual o cuales de los siguientes polinomios son combinacion lineal de p l , p 2 y p 3 . 

a- 2x + x 2 

b- 2 - 3x + 4x 2 + x 3 

c. 0 

d. x 



Ejercicios del modulo 3 















En los ejercicios 5 a 10 describa el espacio generado por los vectores dados. 


1 



~2 


_ -r 


6. V ‘ = 

1 

v 2 = 

3 



0 


0 



“3“ 


"6" 


"7" 

7. V > = 

0 

v 2 = 

0 

v 3 = 

0 


1 


-1 


2 



"3 0" 


o 

(N 

1 

A = 

0 -1 

, B = 

0 1 


9. p t =2x+3, p n =— 3x — 5. 

10. p l =3x + 4x 2 , p-, = 2x-5x 2 , p 2 =x + x 2 . 


En los ejercicios 11 a 14 determine si el conjunto dado de vectores genera el espacio vectorial dado. 


11 . 


12 . 


13. 


14. 



f 1 ' 


'-2 s 

En R 2 ; 

,3, 

* 





(2) 

En R 2 ; 

,2, 

)■ 

u) 


rr 


' -22 

En M 3 ; 

2 

, 

3 


n 


5 


v v y 



rn 


'2 s 

En R 3 ; 

i 

, 

4 , 




yj 


' -3 

v-6 

1 

v3y 




v3y 


15. Muestre que un conjunto de dos vectores de R 3 no puede generar a R 3 . 

16. Demuestre que si uyv estan en gen|v 1 ,v 2 ,...,v t |, entonces u + vyctu estan en gen{v p v 2 ,..., v A .j. 



Capitulo 1: Espacios vectoriales 






































Modulo 4 

Independencia lineal 


Contenidos del modulo 


4.1 Definition y ejemplos de conjuntos linealmente independientes (LI) y linealmente 
dependientes (LD) 

4.2 Interpretation geometrica de la dependencia lineal en K 3 

4.3 Propiedades 


Objetivos del modulo 



Si v, y v 2 son dos vectores no paralelos se 
dice que son LI o sea que uno no es multiplo 
escalar del otro y generan un piano. 

Si los vectores son paralelos ya no pueden 
generar un piano, sino solo una recta, en 
este caso son LD. 


1. Establecer los conceptos de dependencia e independencia lineal. 

2. Interpretar geometricamente el significado de la dependencia lineal en R 3 . 

3. Vincular la teorfa de espacios vectoriales con los sistemas de ecuaciones lineales 
y los determinantes. 


Preguntas basicas 


1. ('Cuando un conjunto es LD? 

2. ^Cuando un conjunto es LI? 

3. i,Que significa que un subconjunto de tres vectores de R 3 sea LD? 

4. ^Tiene sentido hablar de un vector LI? 

5. y,Por que los conceptos de independencia y dependencia lineal se vinculan con la 

solution de sistemas homogeneos de ecuaciones lineales? 


Introduction 


En el modulo anterior vimos que pueden tenerse infinitud de conjuntos generado- 
res de un espacio vectorial. Es claro, por razones de economfa, que lo que se desea 
es hallar los conjuntos generadores mas pequenos posibles para los espacios 
vectoriales. Para lograr esto se requiere el concepto de independencia lineal. 

Mostraremos el significado de independencia lineal y su relation con la teorfa de 
sistemas homogeneos de ecuaciones y determinantes. 



Vea el modulo 4 del programa 
de television Algebra Lineal 
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4.1 Definition y ejemplos de conjuntos linealmente 
independientes (LI) y linealmente dependientes (LD) 


Definition 1 

Sean v,, v 2 ,..., v„, n vectores diferentes de un espacio vectorial V. Se dice que los 

vectores son linealmente dependientes, LD, si existen n escalares c r c 2 ,...,c n , no 
todos cero, tales que: 

CiVi+C 2 V 2 +... + C„V„ =0. (1) 

Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente inde¬ 
pendientes, LI, es decir, la ecuacion: 

c, v, + c 2 v 2 + ... + c n v n =0 

es valida solo si c, = c 2 =... = c n = 0. 

Si los vectores v 1 ,v 2 ,...,v n son distintos y formamos el conjunto A = |v,, v 2 ,...,v n |, 
entonces tambien decimos que el conjunto A es LD o LI segun el caso. 

Es claro que la ecuacion (1) siempre se satisface si elegimos todos los escalares 
c l ,c 2 ,...,c n iguales a cero. Lo importante es ver si es posible satisfacer la ecuacion 
con al menos uno de los escalares diferente de cero. 

Ejemplos 

1. En R 3 , sea A = {(1, 7, —2), (-1, 1, 0), (3, 5, —2)} y veamos si A es LD o LI. 

Solution 

Comenzamos planteando la ecuacion 

q(l, 7, -2) + c,(-l, 1, 0) + c 3 (3, 5, — 2) = (0, 0, 0), 

la cual, igualando los componentes en ambos lados de la ecuacion, nos lleva 
al siguiente sistema homogeneo de ecuaciones: 


c, - c 2 + 3 c 3 = 0 
7c, + c 2 + 5c 3 = 0 Ax = 0, 
-2c, - 2c 3 = 0 



1 -1 3 

7 1 5 

-2 0 -2 
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La matriz de coeficientes del sistema 


se reduce por medio de 
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operaciones elementales a 


1 

0 

0 


0 

1 

0 


1 

-2 

0 


. El sistema equivalente es 



La fila nula de esta matriz nos indica que el sistema tiene infinitas solucio- 
nes, es decir, hay soluciones con x * 0 (c 3 ^ 0) y, por tanto, A es LD. 

2. En P 2 , sea B ={-\ + x 1 , 2 + x , x 2 } . iEsB LD oLI? 

Solution 

Dada la ecuacion 

c, ( — 1 -t- jc 2 ) + c 2 (2 + ;r) + c 3 x 2 = 0 + Ox + Ox 2 , 
veamos como son c,, c 2 , c,. 

(1) -Cj +2 c 2 =0. 

(2) c 2 =0. 

(3) c, +c 3 =0. 

(2) en (1), -q =0, osea c, = 0 (4). 

(4) en (3), c 3 =0. 

Luego Cj = c, = c 3 = 0 y, por tanto, B es LI. 

Proposiciones 

1. Dos vectores en un espacio vectorial V son LD si y solo si uno de ellos es un 
multiplo escalar del otro. 

2. Todo conjunto que tenga como elemento el modulo de un espacio vectorial 
es LD. 

3. Todo conjunto unitario cuyo elemento no sea el modulo es LI. 

4.2 Interpretation geometrica de la dependencia lineal 
en R 3 


Suponga que u,v,w son tres vectores LD en R 3 ; entonces existen escalares 
c p c 2 ,c 3 , no todos cero, tales que: 

CjU + c 2 v + c 3 w = 0. 
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Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Conjunto 
de vectores coplanares» 

L___ ) 



c c 

Suponga que c 3 ^ 0; entonces w = — -u -v = «u + /?v, 

c 3 c 3 

^1 o C2 

con cc = —- y p = —- . 

c 3 c 3 

Veamos entonces que u, v y w son coplanares: 


w • (u x v) = («u + /3\) ■ (u x v) 

= a( u • (uxv)) + /)(v • (u x v)) 
- aO + j80 = 0. 


Recuerde que tres vectores del espacio son coplanares si y solo si su producto 
triple es igual a cero. 

^Por que u • (u x v) y v • (u x v) son iguales a cero? 

En conclusion: si u, v,w son tres vectores LD en R 3 , ellos son coplanares. 

6 Sera cierta la recfproca de esta implication? Es decir, si u, v,w son tres vectores 
coplanares de M 3 , entonces u,v,w son LD 

4.3 Propiedades 

Teorema 1 

Un conjunto de n vectores de R m siempre es LD si n > m. 

Demostracion 

Sean v p v 2 ,...,v n n vectores en R"’. 

Examinemos la ecuacion 


C[V, +c 2 v 2 + ... + c„v„ = 0, 








donde - 

a 2l 

• V 2 = 

a 22 

\ n = 

a 2n 




,°m2 ) 


S'nn; 


Entonces la ecuacion se convierte en: 
a n c t + a n c 2 +... + a ln c n =0 

£3 21 C 3 + Cl^Cr, + ... + Q ln C n = 0 


a ml C l+ a m2 C 2+- + a n,n C „ = 0 - 
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Como n > m (n° de incognitas > n° de ecuaciones), el sistema tiene infinitas solu- 
ciones. Por tanto, existen escalares c l ,c 1 ,...,c n , no todos cero, que satisfacen la 

ecuaciony {v p v 2 ,..., v„j esLD. 

Corolario 

Un conjunto de vectores LI en R" contiene a lo mas n vectores. 

Teorema 2 

a 11 a \2 a in 

a 2l a 22 ■ ■ ■ a 2n 

Sea A = . . . . 

2 m ^mn 


Entonces las columnas de A consideradas como vectores son LD si y solo si el 
sistema Ax = 0 tiene soluciones no triviales (diferentes a x = 0). 

Teorema 3 

Sean v 1 ,v 2 ,...,v n , n vectores en R", y sea A una matriz «x« cuyas columnas son 
Vj,v 2 ,...,v„ . Entonces v 1 ,v 2 ,...,v n son LI si y solo si la unica solucion al sistema 
homogeneo Ax = 0 es la trivial x = 0. 

Teorema 4 

Sea A una matriz n x n . Entonces det A * 0 si y solo si las columnas de A son LI. 

Teorema 5 


Todo conjunto de n vectores LI en R" genera R”. 


Demostracion 



' a n ^ 


a l2 




V 

Suponga que v i _ 

«2I 

. V 2 = 

a 22 


a 2n 

son LI y sea v = 

x 2 


J 


y a n2j 


\ a nn ) 




vector de R". 


Veamos que existen escalares c l ,c 2 ,...,c n tales que v = CjVj + c 2 \ 2 +...+ c n \ n . 


C = 


— Cjfljj 

+ 

C 2 d l2 + 

• •• + 

C n d) 

= C i a 2l 

+ 

c 2 ci 22 + 

... + 

C n a : 

— c,a nl 

+ 

C 2 a n2 + 

... + 

C n a , 


fr ■> 


> 

C l 


Vea en su multimedia de Algebra 

C 2 


Lineal ei codigo fuente en 



MATLAB para ilustrar «Verifi- 



cacion de independencia lineal» 

Uv 


k_ 

J 
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El sistema AC = v tiene matriz A , tal que det A ^ 0 ya que las columnas de A son 
LI. Por tanto, el sistema tiene solution unica C y el teorema queda establecido. 

Teorema 6 

Sea S = {\ v \ 2 ,...,\ n }cV. 

S es LD si y solo si existe al menos un vector de S que pueda expresarse como 
combinacion lineal de los vectores restantes de S. 

Demostracion 

i. Supongamos que S es LD. 

Existen a 1 ,a 2 ,...,a n escalares, no todos nulos, tales que: 

fljVj +a 2 \ 2 +...+a i \ i +... a n \ n = 0. 

Sea a ; ^ 0, entonces. 



Luego v ; . es una combinacion lineal de los restantes n- 1 vectores de S. 
ii. Si V,. es una combinacion lineal de los restantes vectores de S, entonces 

v,. = /IjVj + A,v 2 +... + A ; _ 1 v,._ 1 +^ +1 v i+1 +... + A n \ n . 

Por tanto, 

/^Vj +A 2 v 2 +-~ + A l _ 1 v i _ I + (—l)v f +2 i+1 v kl + ... + 2 n v n = 0. 

En esta combinacion lineal de los vectores de S igualada a cero, al menos el 
coeficiente de v, (-1) es diferente de cero y por tanto S es LD. 

Observation 

Si un conjunto S LD genera un espacio vectorial V, el conjunto que resulta de 
eliminar en S un vector que sea combinacion lineal del resto de vectores de S 
tambien genera el espacio vectorial V. 

Ejemplo3 

Sea el conjunto de vectores S ={Vj,v 2 , v 3 , v 4 } cR 4 
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T 


Y 


" 0 " 


'2 

l 


0 


1 


1 

0 

. y = 

l 

• V 3 = 

1 

y v 4 = 

1 

0 


0 


0 


0 


y sea W = gen S . Como v 4 = Vj +v 2 , entonces W = gen S ,, donde S 1 ={v 1 ,v 2 ,v 3 j. 
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Ejepdcios 

Modulo 4 


En los ejercicios 1 a 4 muestre por inspection que los vectores son linealmente dependientes, LD. 

1. Uj = (2, 3), u 2 = (-4,-6), en K 2 . 

2. U[ = (5, 2, 3), u 2 = (0, 3, -1), u 3 = (-1, 4, 0), u 4 = (5, 7, -2), en R 3 . 

3 P,=- l + 4x, P, = — — 2x, en P.. 

2 


"1 2" 


"o f 


"1 3" 


, A = 


, a 3 = 


0 -1 


4 2 


4 1 


En los ejercicios 5 a 11 determine si el conjunto de vectores dado es LI o LD. 


5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 


(2, -1, 3), (3. 4, 1), (2, -3, 4), en R 3 . 

(3, 1, 4, 1), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 2, 2), en R 4 . 

(3, 0, 2, -2), (5. 0. 3. -1), (1, -2, 1, 1), (0. 4, -1, 1), en R 4 . 

P\{x) = 1 + x + x 2 , P 2 (x) = 2 —x + 3x 2 , P 3 (x) = -l + 5x-3x 2 , enP„ 
7J (jc) = 1 + x, P 2 (x) = x 2 + x 2 , P } (x) = —2 - 2x + 3x 2 + 3jc 3 , en P 3 . 


A = 


-13 2 
0 0 0 


A 


0 6 4 
4 6 2 



0 0 
3 1 


en M 23 . 


"-1 0 " 


"0 

f 


"1 

- 1 " 


" 1 f 

3 A 

’ 

1 

0 

’ 

0 

6 

’ 

-1 2 


Si {u p u 2 ,u 3 } es un conjunto LI, demuestre que {u p u,}, {u p u 3 }, {uj, {u,} son LI. 


Justifique las proposiciones 1, 2, 3 de este modulo. 

Construya argumentaciones para justificar los teoremas 2, 3 y 4. 

Si {uj,...,u„} es LI, pruebe que cualquier subconjunto no vatio de este conjunto es LI. 


Si {u p ...,u„} es LD, pruebe que {u l ,...,u„,u n+1 ,,..,u A .} tambienesLD. 
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17. Sea A una matriz cuadrada n x n cuyas columnas son los vectores \ v \ 2 ,...,\ n . Demuestre que v 1 ,v 2 ,...,v, I son LI si 
y solo si la forma escalonada reducida por renglones de A no contiene un renglon de ceros. 

En los ejercicios 18 y 19 escriba la solucion del sistema homogeneo dado en terminos de uno o mas vectores LI. 

18. x, - x 2 + 7x 3 - x 4 =0 
2x, + 3x 2 - 8x 3 + x 4 =0 

19 Xj + 2 x 2 - x 3 = 0 
2xj + 5x 2 + 4x 3 = 0 

20. Demuestre que cualesquiera cuatro polinomios en P 2 son LD. 

21. Demuestre que cualesquiera n + 2 polinomios en P„ son LD. 

22. Demuestre que cualesquiera siete matrices en M 32 son LD. 

23. Sea {v 1 ,v 2 ,...,v„} un conjunto LI. 

Demuestre que los vectores v p Vj+v,, Vj + v 2 + v 3 ,..., v, + v 2 +...+ \ n sonLI. 

24. Suponga que {v p v 2 ,..., \ k } es un conjunto LI y que v i+ no esta en gen | v p v 2 ,.... v,. | . Demuestre que 
{v p v 2 ,...,v i ,v Jt+1 } es un conjunto LI. 

25. ^Para cuales valores de a son LD los vectores (—1, 0, -1), (2,1, 2) y (1,1, a) enM 3 ? 

26. 6 Para cuales valores de X son LD los vectores 3 + x y 2 + X 1 + 2x en P, ? 

27. Encuentre un conjunto de tres vectores LI en K 3 que contenga los vectores (1, 2, 4), (—1, 0, 2). 

28. Si u, vyw son tres vectores coplanares en R 3 , demuestre que {u, v,w} es un conjunto LD. 
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Modulo 5 

Bases y dimension 


Contenidos del modulo 


5.1 Definicion y ejemplos de bases 

5.2 Propiedades de las bases 

5.3 Dimension. Definicion, ejemplos y propiedades 

5.4 El problema de la base 



Base estandar {l, x, x 2 , x 2 } de P 3 . 


Objetivos del modulo 


1. Construir una base para un espacio vectorial. 

2. Diferenciar un conjunto generador de una base. 

3. Identificar la dimension del espacio vectorial, con el numero de vectores en la base 
del espacio. 

4. Relacionar los conceptos de independencia lineal, generador y dimension para la 
construccion de bases en un espacio vectorial. 

Preguntas basicas 

1. ^Que es una base para un espacio vectorial? 

2. ( : C6mo se construye una base? 

3. /.Como se relacionan los conceptos de base y dimension? 

4. /C uan do se dice que un espacio tiene dimension infinita? 

5. ( : ,Un conjunto generador de M" con n vectores es una base para R“ ? 

6. ( : ,Un conjunto LI de n vectores de R" es una base para R" ? 


Introduccion 


Velamos que si un conjunto .S', linealmente dependiente, genera un espacio vectorial, 
podemos eliminar en S aquellos vectores que son combination lineal del resto, 
hasta cuando en S solo quedan los vectores que son LI. Este nuevo conjunto es el 
generador del tamano minimo para el espacio vectorial. Dicho conjunto de vectores 
es una base para el espacio y el numero de elementos del conjunto, su dimension. 
Llegamos aca al punto central del capftulo de espacios vectoriales; las nociones 
anteriores nos permitiran definir estos dos conceptos a partir de los cuales pode¬ 
mos construir espacios vectoriales. 



61 


Algebra Lineal Elemental y Aplicaciones 














Capitulo 1: Espacios vectoriales 


5.1 Definition y ejemplos de bases 


0—- ) 

Vea en su multimedia de Algebra 

Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Bases» 

V___ ) 


Definicion 1 


Un conjunto finito de vectores {v,, v 2 ,..., v„| es una base para un espacio vectorial 
Vsi: 


i {v 1 ,v 2 ,...,v„} es linealmente independiente. 

ii. {v 1 ,v 2 ,...,v„} genera a V. 


Ejemplos 


1. Los vectores e, = (1,0) y e, = (0,1) forman unabase de R 2 . Los vectores 

e, =(1,0,0), e, = (0,1,0), e 3 = (0,0,1) forman una base de R 3 y, en gene¬ 
ral, los vectores 




r°^ 


r°^ 


f°l 

0 


i 


0 


0 



0 






, e 2 = 


e ; = 

1 

e„ = 








0 

v0; 


.Oy 


,0, 




forman una base para R". Cada uno de estos conjuntos recibe el nombre de 
base natural, estandar o canonica para R 2 , R 3 y R”, respectivamente. 


Ya sabemos que todo conjunto de n vectores LI en R" genera a R". Por 
tanto, todo conjunto de n vectores LI en R" es una base de R". 


2 

3. 

4. 


En P (I la base estandar estaformada por el conjunto ll,x,x~,...,x n > . ^Porque? 


En M „ el conjunto de matrices i 


1 0 
0 0 


0 1 
0 0 


0 0 
1 0 


0 0 
0 1 


base para el espacio vectorial M rl . Esta es la base estandar o canonica. 




SeaII=j y :3x-2y + z = 0 

. ; 

una base para IT. 


un subespacio de R 3 . Vamos a determinar 


y 
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e II z = -3x + 2y. 
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Asf que los vectores de IT tienen la forma 


y 

-3x+2 y j 


siendo x e y valores arbitrarios. 


f x ] 


( 1 ] 



y 

= X 

0 

+ y 

l 

y -3x + 2y y 




,2. 


lo que muestra que estos dos vectores generan IL Ademas, son LI ya que 
uno no es un multiplo escalar del otro. 


Es decir, 


u 1 A 


LV -v 


0 


v2y 


es una base para IL 


5.2 Propiedades de las bases 

Teorema 1 


Si (Vj, v 2 ,..., v„} es una base de V y si veV, entonces existe un unico conjunto de 
escalares c 1 ,c 2 ,...,c n tales que v = c 1 v I +c 2 v 2 +... + c„v„. 

Demostracion 

Suponga que v pudiera expresarse de dos formas diferentes como combination 
lineal de los vectores de la base. 

V = c 1 v 1 +c 2 v 2 +... + c„v„ = d 1 v l + d 2 v 2 + ... + d n v n , 

(c, — c/,)v, + (c 2 -d 2 )x 2 +...+ (c„ ~d n )x n =0. 

Como {v 1 ,v 2 ,...,v n } es LI, entonces 

c i~ d i =c 2 -d 2 =... = c n -d n =0 => c, =d,, Vi. 

^Contienen todas las bases de un espacio vectorial el mismo numero de vectores? 
El siguiente teorema nos da la respuesta a esta pregunta. 

Teorema 2 

Si {u,,u 2 ,...,u m } y {v p v 2 ,...,v„} son bases en un espacio vectorial V, entonces 
m = n. 
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Demostracion 

Sean S { = {u,,u 2 ,...,u m } y S 2 = {v,, v 2 ,..., v n } dos bases para el espacio vectorial 
V. Suponga que m * n, entonces m > n o n > in. 

Si m > n, veamos que .S', es LD. 

Cada vector de .S', se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de la 


base S 2 . 




u, = a u v,+ 

fl 12 V 2 + 

••• + 

«1„V, 

U 2 = fl 21 V l + 

^22^2 

••• + 

«2„V ; 

u,„ = a m iVj 

a m2 V 2 

••• + 

a m„y ", 


Para demostrar que .S, es LD veamos que en la combinacion lineal 

c i u i +c 2 ii 2 + ... + c m u m = 0 (1) 

existe c i ^ 0. 

Ci(fl„Vi +fl 12 v 2 + ... + a 1 „v n ) + c 2 (a 21 v 1 +a 22 \ 2 + ... + a 2n \ „) + ... 

+c m ( a mi v i +a m2 \ 2 + — + a mn \ n ) = 0. 

Reagrupamos los terminos de la ecuacion asf: 

(Cja u +c 2 a 2I +... + c m a ml )\ 1 H-Cqa,, +c 2 a 22 + ... + c m a m 2 )v 2 +... 

+(c t a h , +c 2 a 2n + ■■■ + c m a mn )y n = 0. 

Como {v p v 2 ,...,v„} es LI, entonces 


a n c t 

+ 

<^ 21^2 

••• + 

d ml c m 

= 0 

a i2 C l 

+ 

0^22^2 

••• + 

a m2 C m 

= 0 

« 1„ C 1 

+ 

a 2n C 2 + 

••• + 

a mn C m 

= 0 , 


el cual es un sistema homogeneo de n ecuaciones con m incognitas, con m > n, 
luego tiene infinitas soluciones y, por tanto, existen escalares c 1 ,c 2 ,...,c m , no todos 
cero, que verifican (1), y en consecuencia .S, es LD. 

De forma analoga se razona para el caso en que n > m. 
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5.3 Dimension. Definicion, ejemplos y propiedades 


Modulo 5: Bases y dimension 


Definicion 2 

La dimension de un espacio vectorial no nulo es el numero de vectores en una base 
para V. Como el conjunto {0} es linealmente dependiente, se dice que el espacio 

vectorial {()} tiene dimension cero. 

Cuando la base del espacio vectorial V es un conjunto finito de vectores, se dice 
que V es de dimension finita. Sin embargo, existen muchos espacios vectoriales 
para los cuales no hay una base con un numero finito de vectores; estos espacios 
son de dimension infinita, por ejemplo el espacio vectorial P de todos los polino- 
mios y el espacio C[a,b] de funciones continuas en [a,b]. 

La dimension de V se denota por dim V. 

Ejemplos 

5. dim M" = n. 

6. dimP n =n+l. 

7. dim M mn = mn. 

Teorema 3 

Si dim V = n y {u,,u.,,...,u m } es un conjunto LI de m vectores de V, entonces 
m < n. 

La dimension de un espacio vectorial es el maximo numero de vectores LI que hay 
en el espacio vectorial. 

Teorema 4 

Sea H un subespacio del espacio vectorial V de dimension finita; entonces, 
dim H < dim V. 

Demostracion 


Sea { v p v 2 ,..., v„} una base para V, es decir, dim V = n. Cualquier conjunto LI de 
vectores de V tiene a lo mas n vectores. Como HcV, todo conjunto LI de H 
tambien es LI en V. Luego H es de dimension finita y dim H <n. 

Ejemplos 

8. Sea P[0,1] el conjunto de polinomios definidos en el intervalo [0,1]. Como 
todo polinomio es una funcion continua, entonces P[0, 1] c C[0, 1] (fun¬ 
ciones continuas en el intervalo [0, 1]). Si C[0, 1] fuese de dimension finita, 
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entonces P[0,1] tendria tambien dimension finita, pero no existe un con- 

junto finito de polinomios que genere P[0,1], luego C[0, 1] es de dimen¬ 
sion infinita. 

Todo espacio vectorial que contenga un subespacio de dimension infinita 
es de dimension infinita. 

9. Sea A una matriz m x n y sea S = |x e R" : Ax = oj. 


Supongaque x, eS yx,£ S, entonces A(x, + x,) = Ax, + Ax 2 =0 + 0 = 0 

y A(«x 1 ) = «(Ax,) = «0 = 0. Luego Ses un subespacio de K" y dim S <n . 

A S se le llama espacio solucion del sistema homogeneo Ax = 0 o nucleo 
de la matriz A. 


10. Determinemos una base para el espacio solucion del sistema homogeneo 


x—y-z = 0, 

2x-y + z = 0. 


1 0 2 
0 1 3 

Luego, 

x = -2 z, 
y = -3 z. 
z = 1 z. 


1 -1 -1 


1 -1 

-1 



—> 



-» 

2 -1 1 


0 1 

3 



Todo vector del espacio solucion es multiplo escalar del vector 


'-'t 

-3 


Por tanto, 






B = 


-3 




,1, 



Un conjunto de vectores en un espacio vectorial V es una base para V si genera 
a V y es LI. Ahora, si se sabe que la dimension del espacio es n, basta verificar una 
de las dos condiciones. 

Teorema 5 

Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea S = {v 1 ,v 2 ,...,v n } un conjunto de 
n vectores en V. 
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a. Si S es LI, entonces es una base para V. 

b. Si S genera a V, entonces es una base para V. 

Demostracion 

a. Como S es LI, debemos demostrar que S genera a V. 

Si S no genera a V, existe un v n+1 e V talque v„ +1 ggen{v 1 ,v 2 ,...,v„}, luego 

{Vj, v 2 ,..., v n , v n+1 } es subconjunto de V, LI con n + 1 vectores; por tanto, 
dim V> n, lo cual es absurdo. 

Para determinar si un subconjunto S de R" es una base para R", primero conta- 
mos el numero de elementos de S. Si S tiene n elementos, cualquiera de las partes del 
teorema 5 nos permite determinar si S es base. Si S no tiene n elementos, no es base 

para R". De la misma forma se precede en cualquier espacio o subespacio vectorial 
cuya dimension sea conocida. 

Teorema 6 

Si S es un conjunto LI de vectores en un espacio vectorial V de dimension finita, 
entonces existe una base B para V, que contiene a S. 

El teorema nos dice que un conjunto LI de vectores en un espacio vectorial V se 
puede extender a una base para V. 

5.4 El problema de la base 

Este problema puede presentarse en una de estas dos formas: 

1. Construir una base para V, tomando los vectores de V. Si puede escoger un 
conjunto de vectores que genere a V, puede eliminar los vectores LD, si los 
hay, y obtener una base para V. 

2. Dado un conjunto S de vectores de V, construir una base para V anadiendo, 
o bien eliminando, algunos vectores de S, o ambas cosas. 

Si S genera a V, se precede como en el caso anterior. Si no, se aumenta S 
hasta obtener un generador y luego se procede como en el caso anterior. 

Ejemplo 

Sea 5 = {(1, — 1,1), (0,1, — 1)}. Obtenga una base de R 3 que contenga a S. 

Solucion 

Como R 3 tiene dimension tres, la base para R 3 debe contener tres vectores. 
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El conjunto S es LI, ya que los vectores de S no son uno un multiplo escalar del otro, 
luego lo que hace falta es anadir otro vector v tal que v g gen S. 

gen S' ={x/x = a( 1, -1, l) + £>(0, 1, -1)} 

= {x/x = (a, -a+b, a-b )}. 

Si v = (x, x,, x,) perteneciera a gen S', entonces: 


x, = a, 
x 2 = — a + b, 
x 3 = a-b, 

y por tanto 


" 1 

0 X! 


"l 

0| 

-1 

l| x 1 

operaciones ^ 

0 

1 



elementales 



1 

-1 x 3 


0 

-1 


Asf que si x 3 + x 2 = 0, v e gen S, entonces 
por ejemplo, v = (0,1, 0). 





*1 


1 0 | 


Xj + x 2 


0 1 

Xj + X 2 

i 

j-i 

1 _ 


0 0 

X 3 - Xj + Xj + X 



X +x 

3 2 


tomamos v de tal manera que x 3 + x, * 0; 


Una base para R. 3 sera B = {(1, -1, 1), (0,1, -1), (0,1, 0)}. 

Otra forma de solution 


Si v = (Xj,x 2 ,x 3 ) es tal que {(1, —1, 1), (0, 1, —1), (x p x 2 , x 3 )} fuera LD, enton¬ 
ces: 


1 

0 


-1 

1 


1 

-1 


= 0 


l(x 3 + x 2 ) + Xj (1 -1) = 0 => x 3 + x% = 0. 


Luego para que el conjunto sea LI, lo que se requiere es que x 3 + x 2 ^0. 

Otra manera podrfa ser probar los vectores de la base canonica hasta que uno de 
ellos funcione. 
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Ejerdcios 

Modulo 5 


En los ejercicios 1 a 4 explique mediante inspection por que los vectores dados no forman una base del espacio vectorial 
dado. 

1. u, = (3, 2), u 2 = (-1, 2), u 3 = (2, 4), para R 2 . 

2. w, = (8, 3, 5, 4), w, = (0, 5, 7, 1) , w 3 = (-1, 3, 2, 0), para R 4 . 

3. P\= l + 2x + 3x 2 , P 2 =2x + x 2 , P 2 = 5 — 3jc, P 4 = 3-5jc +jc 2 , para E,. 



"3 

0 " 


"5 7" 


"9 

7“ 

M. = 



, Af, = 


, m 3 = 



1 

0 

2 

7 Z 

-1 0 

2 

5 


En los ejercicios 5 a 11 determine cuando los vectores dados forman una base del espacio vectorial dado. 

5. u, = (3, 5), u 2 = (4, 8), en R 2 . 

6. u,=(l, 1), u 2 = (-2,-2), en R 2 . 

7. u, = (1,1, 1), u 2 = (1, 1, 0), u 3 = (1, 0, 0), en R 3 . 

8. u, = (2,1, 2), u 2 = (1, -2, -3), u 3 = (5, 0, 1), en R 3 . 

9. = 1 + x, P 2 = 3 - x, para P,. 

10. q i =\ + x + x 2 , q 1 =x + 2x 2 , q 2 = 3;t 2 , para P 2 . 



1 

0 " 


1 

r 


i r 


i r 

M. = 



, M, = 



, m 3 = 


, M, = 


1 

0 

0 

7 z 

0 

0 

7 5 

1 

7 4 

i i 


En los ejercicios 12 a 17 encuentre una base del espacio vectorial dado y determine su dimension. 

12. Todos los vectores en R 2 cuyas componentes suman cero. 

13. Todas las matrices simetricas de 3x3. 
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14. Todas las matrices antisimetricas de 3x3. 


15. Todos los vectores de R 1 que estan en el piano 2x — y — z = 0. 

16. Todos los vectores de R 3 que estan en la recta x = 3 1 , y = -2 1 , z = t. 

17. Todos los polinomios de P 2 de la forma a Q + a t x + a^x 2 , con a 0 = a, - a,. 

18. Determine una base para R 3 que incluya los vectores 

a. (1, 1, 2), b. (1, 1, 2), (3, 0, 1). 

19. Determine una base para R 4 que incluya a los vectores (1, 0, 1, 0) y (0, 1, -1, 0). 

20. Determine todos los valores de a para los cuales {(flp 0, 1), (0, a , 2), (1, 0, 1)J es una base para R 3 . 

21. Proporcione un ejemplo de un subespacio de dimension dos de R 4 . 


En los ejercicios 22 a 25 encuentre una base para el espacio solucion del sistema homogeneo dado. 

22. x+y-z = 0 
2x-y + 2z = 0 

23. x-y = 0 
-3x + 3 y = 0 

24. x-3y + 2z = 0 
—2x + y + 3z = 0 
3x-4y + 5z =0 


25. -x + 3y-2z=0 
-3x + 9y-6z = 0 
2x-6y + 4z = 0 

26. Elabore una argumentacion que justifique el teorema 3. 

27. Elabore una argumentacion que justifique el teorema 5b. 

28. Elabore una argumentacion que justifique el teorema 6. 
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Modulo 6 

Subespacios asociados con una 
matriz 

Contenidos del modulo 


6.1 Espacios nulo, renglon y columna de una matriz A 

6.2 Propiedades 

6.3 Relaciones con el espacio nulo o nucleo de una matriz A 

6.4 Relaciones con el rango de una matriz A 

Objetivos del modulo 

1. Determinar los subespacios asociados con una matriz. 

2. Establecer las diferentes relaciones que existen entre estos subespacios. 

3. Utilizar estos subespacios para determinar bases de subespacios generados por 
un conjunto de vectores. 

4. Utilizar el rango de una matriz para determinar cuando un sistema de ecuaciones 
lineales no homogeneo tiene solucion. 

Preguntas basicas 

1. /.Cuales son los subespacios asociados con A? 

En las siguientes preguntas, la matriz B es la matriz escalonada equivalente por 
renglones a A. 

2. / C’omo son los espacios nulo y renglon de las matrices A y B! 

3. ( '.Que relation existe entre los espacios renglon y columna de A? 

4. /.Como se relacionan los espacios nulo y renglon de A? 

5. /.Que es el rango de una matriz? 

6. /.Como se relacionan los rangos de A y B1 

7. /.Que condition debe cumplir el termino b en la ecuacion matricial Ax = b para 
que el sistema tenga solucion? 

8. /.Como se relacionan el rango y la nulidad de A con el numero de columnas de A? 

Introduction 


En esta section se daran tecnicas que nos permiten determinar una base para un 
espacio vectorial que surge como generado por un conjunto de vectores que no 
son linealmente independientes. Ademas, asignaremos a cada matriz A un numero 
que nos informa acerca del numero de renglones o columnas LI de A. Este numero 
sera el rango de la matriz. 
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6.1 Espacios nulo, renglon y columna de una matriz A 




Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Base para 
el espacio nulo de 4» 


J 


Definicion 1 

Sea A una matriz m x n . El conjunto 
^={xe M"/Ax = O} 


se llama espacio nulo de A o nucleo de Ay se denota por N A . En el ejemplo 9 del 
modulo 5 mostramos que este conjunto es un subespacio de R". 

A la dimension de N A se le llama nulidad de A y se denota v(A). 

Ejemplo 1 


Sea A 


1 -1 2 
3 1 0 


Determine el espacio nulo de A. 

Solucion 

La matriz A es la matriz de coeficientes del sistema homogeneo Ax = 0 . Hacemos 
operaciones elementales de renglon para hallar las soluciones de este sistema. 


' 1 

-1 2 ~ 

/?2 -^ ^9 _ 3/?j 

' 1 

-1 2 ' 


1 

-1 2 ' 

_ 3 

1 


0 

4 -6 

2 4 2 

0 

1 -x 


I\ —> /\ 4- /\ 


1 0 X 

0 1 -% 


x, = —x, 

1 2 3 

3 

*2 = 2*3 


N a = gen 


X 

1 


, v(A) = l. 


Definicion 2 


Sea A - 
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Modulo 6: Subespacios asociados con una matriz 

i. El espacio generado por los renglones de A, 

r, = (a u ,a l2 ,...,a ln ), r 2 = (a 21 ,a 22 ,...,a 2n ) .r m = (a ml ,a m2 ,...,a mil ), 

es un subespacio de R" llamado espacio renglon de Ay se denota R v 

ii. El espacio generado por las columnas de A 


a n 


a l2 


a i n 

a 21 

• C 2 = 

a 22 

c„ = 

a 2n 

a m j 


a m2 


a mn 


es un subespacio de R'” llamado espacio columna de Ay se denota C A . 

6.2 Propiedades 

Teorema 1 


Si A y B son matrices m x n equivalentes por renglones, entonces los espacios 
generados por los renglones de A y de B son iguales. 

Demostracion 

Si A y B son equivalentes por renglones, entonces B se obtiene de A por operacio- 
nes elementales de renglon. Es claro que la operacion de intercambio de renglones 

no afecta el espacio renglon. Las otras operaciones CR i y R + CR ; soncombina- 
ciones lineales entre los renglones de A, las cuales pertenecen al espacio renglon A. 
Por tanto, el espacio generado por los renglones de B esta contenido en el espacio 

generado por los renglones de A, R B <^R A . 


De forma analoga se ve que R A a R B . En consecuencia, R A = R l; . 


Este resultado nos permite determinar una base para un espacio vectorial generado 
por un conjunto de vectores dado de R”. 

Ejemplo2 



Determine una base para gen S. 



Ve a en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Espacio 
de renglones y columnas» 

V___ J 
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Solution 


Tomamos los vectores de S como renglones de una matriz A y por medio de opera- 
ciones elementales obtenemos una matriz equivalente B en forma escalonada. Los 

renglones no nulos de B seran LI y formaran una base para R B que es el mismo R A - 
Estos vectores tornados como columnas seran una base para gen S. 
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Observation 

Si B es una matriz escalonada, entonces dim R B es igual al numero de pivotes de B. 

Teorema 2 

Sea B una matriz m x n en la forma escalonada por renglones. Las columnas de B 
que contienen los pivotes forman una base para C B y, por tanto, dim C B es igual al 
numero de pivotes de B. 

Demostracion 

Las columnas de B que contiene n pivotes son LI porque sus entradas distintas de 
cero estan en forma escalonada (en el ejemplo 2 las columnas 1, 3 y 4 son LI). 

Veamos que estas columnas generan C B . Sea p el numero de pivotes de B. Los 
primeros p renglones de B son diferentes de cero y los ultimos m - p son todos 
cero. 


Sea b e C B , b es combination lineal de las columnas de B, luego los ultimos m - p 
componentes de b son todos cero. 

Formemos una matriz T mx (p : # de renglones de B diferente de cero) tomando las 
columnas de B que contienen los pivotes y las colocamos ordenadamente. 
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Modulo 6: Subespacios asociados con una matriz 



0 0 


* 


} 


P 


0 0 ••• 0 


Las entradas senaladas con * son los pivotes dc li v por tanto diferentes de cero. 

Por la forma especial de Ty b, la ecuacion T x = b puede resolverse por sustitu- 

cion regresiva. Luego b es combinacion lineal de las columnas de T y, por tanto, de 
las columnas de B que contienen pivotes. 

Teorema 3 

Sea A y B la matriz queresulta al reducirA asu forma escalonada. Los vectores 

columna de B que contienen los pivotes forman una base para C B , entonces los 

vectores columna correspondientes de A formaran una base para C A y, en conse- 
cuencia, 

dim C A = dim C B . 

Podemos ahora reunir los siguientes resultados: 

R a= R b- 

p : numero de pivotes de B. 
dim/^ g =dim/? 4 = p. 
dimCg = p. 
dim Cg = dim C A . 

Luego dim R A = dimC A = p. 

Definicion 3 

El rango de A, denotado por p( A), es la dimension de los espacios fila y columna 
de A. 


6.3 Relaciones con el espacio nulo o nucleo de una 
matriz A 

Sea A y B la matriz que resultaal reducirA asu forma escalonada. 

mxn mxn 1 


r ^ 

Consulte el apendice «Una 
aplicacion interesante de los 
espacios vectoriales» al final de 
este texto. 
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Sabemos que: 


n a =n b . 

Ra=Rb- 

La dimension de N A es igual al numero de parametros en la solution del sistema 
equivalente reducido Bx = 0. 

La dimension del espacio renglon de B es igual al numero de variables principales 
del sistema Bx = 0. 

El numero de variables principales mas el numero de parametros es n. De todos 
estos hechos se deduce el siguiente teorema. 

Teorema 4 

Si A es una matriz m x n , entonces: 

dim R a + dim N A =n\ 

) o p,+v,., = n. 

A\n\C A +Am\N A =nj ■ ^ 

Teorema 5 

Sea A . Cada vector del espacio renglon de A, R A es ortogonal a todo vector del 
espacio nulo de A, N A .(R A _L N A ). 

Demostracion 

Consideremos la ecuacion Ax = 0 • 


r l -> 

a n 

a \2 



x x 


" 0 " 
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a 22 

' a 2n 
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= 

0 

r m 

a ml 

a m2 ’ 
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mn _ 


x n 


0 


Si x e N a ,Ax = 0. Por tanto, si r ; es el /-esimo renglon de A, r ; x = 0, para 
i = 1 . 

Ahora, si y e R A , entonces 

y = C,rj + C 2 r 2 +... + C m r m y 
y -x = C,r, • x + C 2 r 2 ■ x +... + C m r n -x = 0, 

luego todo vector del espacio renglon es ortogonal a todo vector del espacio nulo. 
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Determinemos N A , C A , p A , v A . 


Solution 
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Solution del sistema homogeneo: 
Variables principales x 2 y x 4 . 



Aplicando sustitucion regresiva: 


x 2 




Parametros: x,, x 3 y x s . 
Entonces: 

Xj =x l , 

3 5 

X, = — x, — X,, 

2 3 8 5 

x 3 = x 3 , 

3 

*4= --*5- 

x 5 = x 5 . 


V 


V 


rn 


'o' 


'o' 

x 2 


x 2 


0 


X 


~x 

x 3 

eN A ^ 
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= Xj 
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Escuche la biografia de Richard 
Hamming en su multimedia de 
Algebra Lineal 

s_ 


N 




N a = gen 


0 

0 

0 

vOy 


X 

1 

0 

vOy 


f 0^ 

-% 

0 

-X 

v ly 


h V A 


= 3. 


Observamos que la nulidad de A es igual al numero de parametros en la solucion del 
sistema homogeneo Ax = 0. 


R a = gen 



]_ 

2 ’ 


0 , 0 , 0 , 1 , 



Los pivotes se encuentran en la 2. a y 4. a columnas de la matriz escalonada equiva- 
lente a A, luego en A las columnas 2. a y 4. a son LI y constituyen una base para C A . 


C A = gen • 



(l] 


3 


6 


V / 

, 


Pa =2. 


El rango de A es el numero de variables principales en la solucion del sistema 
homogeneo Ax = 0. 

Podemos comprobar que cada vector de R A es ortogonal a cualquier vector de N A . 


6.4 Relaciones con el rango de una matriz A 

Teorema 6 

Sea A ■ A es invertible si y solo si 

nxn 

a. v {Aj =0. 

b. P (A) = n. 

Teorema 7 

Sea A . El sistema Ax = b tiene solucion si y solo si beC,. 

mxn J n 

Demostracion 


Ax = b tiene solucion si y solo si 


[Cj,c 2 ,...,cJ 


= b tiene solucion. 
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Esto es: c 1 x l ,c 2 x 2 +... + c n x n =b (c, : columna i de A) tiene solution. 

De modo que b es combinacion lineal de las columnas de A. Es decir que b eC A . 

Nota: el teorema anterior establece que para que Ax = b tenga solucion 
es necesario y suficiente que 

P(a) =p[A\b] 

P(a) = p[A\b]o & C A 

P(a) ^ A>[A:A]<=> b £ C A y el sistema sera inconsistente. 

Ejemplo4 

Veamos si el sistema 
x+y-z=l 
6x+ y + 3z = 20 
Ax-y + 5z = 4 

tiene solucion. 

Solucion 
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y el sistema no tiene solucion. 
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En los ejercicios 1 a 3 se da una matriz en forma escalonada. Encuentre una base para su espacio renglon, una base para su 
espacio columna y determine su rango. 
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En los ejercicios 4 a 9 encuentre bases para los espacios nulo, renglon y columna de la matriz dada. Determine ademas el 
rango y la nulidad y verifique en cada caso que p A +v A = n. 
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En los ejercicios 10 a 12 encuentre una base para el espacio generado por los conjuntos de vectores dados. 
10. (2, 3, 5), (-1, 0, -2), (5, 6,12), (2,1, 0). 
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12. (-2, 6, 4, 1), (1, 0, -3, 5), (0, 4, -2, 1). 
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En los ejercicios 13 a 15 determine si el sistema dado tiene solucion. 


13. x+y — z = 2 14. x+y — z = 2 15. x — 2y + z + w = 2 

x + 2y + 2z = —3 x + 2y + 2z = —3 3x + 2z-2w = -8 

2x + 3y + z = l 2x + 3y + z = — 1 4y — z — w = l 

5x +3 z — w = -3 

16. Sea A una matriz diagonal. Demuestre que p(A)e s el numero de componentes diferentes de cero en la diagonal. 

17. Demuestre que para cualquier matriz A, p(A) = p(A'). 

18. Sea A una matriz triangular n x n con ceros en la diagonal. Demuestre que p( A) < n. 

19. Sea A una matriz n x n . Demuestre que p (A) < n si y solo si existe un vector xeR" tal que x ^ 0 y Ax = 0. 

20. 6 Son los siguientes enunciados verdaderos o falsos? Justifique su respuesta. 

a. Si A es una matriz de m x n, entonces R A = C A . 

b. Si A es una matriz 5x3, entonces las columnas de A deben ser LI. 

c. Si A es una matriz 3 x 5 , las columnas de A no pueden ser LI. 

d. Si A es una matriz de m x n y las columnas de A son LI, entonces Ax = b puede o no tener solucion. Pero si 

tiene solucion, esta es unica. 

21. Sea A una matriz mxn. 

a. Si las columnas de A son LI, /cual es el rango de A y cual es la relacion entre m y n? 

b. Si las columnas de A generan R", ^cual es el rango de A y cual es la relacion entre m y n? 

c. Si las columnas de A forman una base de K m , ^cual es la relacion entre m y n? 



Ejercicios del modulo 6 



Modulo 7 

Coordenadas y cambio de base 


Contenidos del modulo 


7.1 Vectores coordenados 

7.2 Matrices de transicion y cambio de base 

7.3 Vectores coordenados e independencia lineal 

Objetivos del modulo 




Coordenadas con respecto a diferentes 
bases. 


1. Introducir bases ordenadas para los espacios vectoriales. 

2. Expresar los vectores como vectores de coordenadas. 

3. Establecer el manejo algebraico de los vectores de coordenadas. 

4. Determinar la matriz de transicion de una base a otra en un espacio vectorial. 

5. Deducir un algoritmo que permita pasar la expresion de un vector de una base a otra. 

6 . Utilizar la expresion de un vector como vector coordenado para determinar cuan- 
do un conjunto de vectores es LI. 

Preguntas basicas 

1. <: ',C 6 mo se expresa un vector como vector coordenado en una base B? 

2. ^Como se realizan las operaciones de suma y producto por un escalar entre los 

vectores de coordenadas de un espacio V? 

3. (' Como estan formadas las columnas de la matriz de transicion de una base B x a 

una base B 1 ? 

4. ^Como se relacionan las matrices de transicion de B, a B 2 y de B, a B, ? 

5. 7 , Como se realiza el cambio de la expresion de un vector de una base B, a una base B, ? 

6 . ( ' C 6 mo se emplean los vectores coordenados para determinar si un conjunto es LI? 


Introduccion 


Hemos introducido las llamadas bases estandar o canonicas que, por lo general, 
son mas faciles de usar. Sin embargo, hay muchos problemas de la ffsica y la inge- 
nierfa donde es mas adecuado el uso de otras bases. En este modulo veremos la 
manera de pasar la expresion de un vector de una base a otra. 



Vea el modulo 7 del programa 
de television Algebra Lineal 


V_/ 
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Capitulo 1: Espacios vectoriales 

7.1 Vectores coordenados 

Definition 1 


Sean V un espacio vectorial de dimension n y £ = {v 1 ,v 2 ,...,v n | una base para V. 
Entonces, para cada veV existcn escalares linicos a l ,a 2 ,...,a n tales que: 


v = a,v, +a 2 \ 2 + ... + a n \ n . 


El vector cuyos componentes son los escalares a l ,a 2 ,...,a n se llama vector de 
coordenadas o vector coordenado de v con respecto a B y se escribe: 


a, 



a n 


Es importante observar que [v] ;j depende del orden de los elementos de B. Luego 
al dar la base B debe siempre asumirse esta como una base ordenada. 


Un vector de coordenadas es una u-tupla ordenada. 

Ejemplol 

En R 2 , la base canonica esta compuesta por los vectores e = 


vOy 


y e 2 = 


vly 


pero dos vectores de K 2 LI tambien forman una base para R\ asf: los vectores 


v2y 


y v 2 = 


v5y 


forman otra base de 


Sea x = 


' 1 A 


v b 


; entonces, x = -le[-le 2 
Si B l ={e,,e 2 }; entonces, (x) Si = 




v b 


Cuando no se dice explfcitamente en que base esta expresado x, se asume que el 
vector esta en la base estandar. 


Sea B 2 


f 

f 1 ! 


f 3 ) 

1 x = 2 

rn 

-1 

"3" 



, 


f , 

2 


5 

l 

I. 2 J 


IsJ 

J 





x = 2Vj —lv 2 


luego ( x )g n 



(figura7.1). 
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Figura 7.1 

EjempIo2 

En P,, consideremos el polinomio P(x) = 3 + 2x + x 2 , el vector de coordenadas de 

P(x): 


En la base estandar, B, = jl,x, x 2 } , es: [P(x)] g 


" 3 " 

2 


ii. En la base ZA = jl + x, 1 - x 2 ,1 + x + x 2 1 es ? 

Debemos calcular las constantes c ,, c 2 , c, tales que: 

P(x ) = q (1 + x) + c 2 (1 - x 2 ) + c 3 (1 + x + x 2 ), 

lo cual no es mas que un problema de combinacion lineal. Entonces, 

3 + 2x + x 1 = (q +c 2 + c 3 ) + (q + c 3 )x+(-c 2 + c 3 )x 2 , 

Ci + c 2 + c 3 3 , 
c, + c 3 = 2, 

~~c 2 + c 3 1. 
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luego Cj = 0, c 2 = 1 y c 3 = 2, 
asi que: 

3 + 2x + x 2 = 0(1 + x) + (1 - x 2 ) + 2(1 + x + x 2 ), 




0 

1 
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Teorema 1 

Sea B una base de un espacio vectorial V, u y v dos vectores dc Vy a un escalar, 
entonces: 

[u] B +[v] B = [u + v] B , 

«[u] s = [au] s . 

Observation 

Con los vectores de coordenadas se opera en la misma forma que en R". 


7.2 Matrices de transicion y cambio de base 

Dado un espacio vectorial V con base B t , podemos expresar cualquier vefenBj. 
Si se tiene una segundabase Z?, para V, 6 puedc calcularse (v) B empleando (v) B| ? 


J 




vua en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Cambio 

de base por rotacion en R 2 » 

V _ 


Veamos el problema en R 3 . Sean B t ={v 1 ,v 2 ,v 3 } y B n ={w 1 ,w„w 3 } dos bases 

(c \ 

c i 

para R 3 . Si veR 3 , entonces (v) B| = c 2 , es decir, 

(1) 
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Modulo 7: Coordenadas y cambio de base 

Ahora, cada uno de los vectores v p v 2 , v 3 podemos expresarlo en la base B-, , asf: 

Vj — + ^21^2 ^31^3 • 

v 2 = a n w l + a 22 w 2 + a 32 w 3 . (2) 

y 3 — a l3 w, +ce ?3 w 2 + # 33 w 3 . 

Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 

v = c 1 (a,,w 1 +a 21 w 2 + a 31 w 3 ) + c 2 (a 12 Wj +a 22 w 2 +a 32 w 3 ) 

+ C 3 (gEj 3 W 1 +CZ 73 Wt +fl 33 W 3 ). 

= (CjOjj +c 2 a 12 +c 3 a 13 )w, +(Cja 21 + c 2 a nn +c 3 a 23 )w, 

+(Cja 31 + c,a 32 + c 3 a 33 )w 3 . 

Luego 


Cjdjj +c 2 a 12 +c 3 a 13 


a n 

fl 12 

°13 

f c 

C 1 

C^Cl 21 ~t~ ^^22 ^3^23 

= 

«21 

a 22 

a 23 

C 2 

v c 1 a 31 +c 2 a 32 +c 3 a 33y 


y a 3i 

a 32 

a 33 J 



i 

i 

i 



(v,) s . 

(^2 

(V 3 ) 

fi. 


( V 2)s, ^ V 3 )b, ] 

— 7b 2< _b ] (v) v 


Definition 2 

Lamatriz cuyas columnas son los vectores de la base B t expresadas en la 

base B-, recibe el nombre de matriz de transition de la base B ] a la base B,. 


Si 5, ={v,,v 2 


,} y b 2 ={w 1 ,w 2 ,...,w„}, 




4^ 4^ 4- 

(Ai)b 2 ( V ii)b 2 


Teorema 2 


Sean B t yB 2 bases de un espacio vectorial V Sea P Bi <-b 1 la matriz de transicion de 
B i a B,; entonces, para todo x e V, 





Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo tuente en 
MATLAB para ilustrar «Cambio 
de base por rotacion en 


V- 


-/ 
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( X )b, 


Es importante resaltar que la matriz de transicion P b 2< _b, es invertible. (j Por que? 

Teorema 3 

Si P es la matriz de transicion de B, a B ,, entonces p es la matriz de transicion de 
B 2 a By. 

Demostracion 

Sabemos que (x) a = P(x) B . 

Como P es invertible, multipliquemos por P ' a la izquierda, en cada lado de la 
ecuacion. 

P~' ( x )b 2 =P'P^)s t 

= / ( x )«, = ( x ) v 
luego (x) B] =P~\x) B2 . 

Este teorema proporciona una forma simple de encontrar la matriz de transicion, 
Pb^b, , cuando B, es la base estandar de R”. Si B 2 ={v,,v 2 ,...,v n } es otra base 

cualquiera, la matriz de transicion P B< es la matriz cuyas columnas son los vecto- 

res de B 2 expresados en B,; como los vectores de B 2 estan dados en la base 
estandar, entonces 

P b 1 *~b 2 =[V, V 2 ...V„], 


o sea que P Bi <~b , se forma escribiendo la base B 2 como una matriz. Luego, aplican- 
do el teorema, 

Pb^ Bi =(P^, h r'- 

Ejemplo3 




ri> 


f°l 


'o' 




rn 


rn 


[T| 


En R 3 , sean B t = • 


0 

, 

1 

, 

0 


ii 

of 


0 

, 
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l 
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,0, 






,0, 


.0, 


X 



Expresemos el vector 


en terminos de la base B,. 
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Solution 


Modulo 7: Coordenadas y cambio de base 


La matriz de transition de B 1 a B l , P B) ^ > estadadapor P^<_ B = 
Encontremos P B ,<-8, aplicando el algoritmo para la obtencion de la inversa, asf: 


1 1 1 
0 1 1 
0 0 1 


"l 

1 

1 

1 

0 

o~ 


" 1 

0 

0| 

1 -1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

—> 
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0 

0 1 

-1 

0 

0 

1 

0 

0 
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0 

0 

1 

0 0 
p 

1 

fx) 











y 


= P * 


y 








B, 




Bl 







“1 

-1 

0" 

X 


x-y 

0 

1 

-1 

y 

= 

y-z 

0 

0 

1 

z 


z 


Ejemplo4 

Escribamos el polinomio a 0 + a t x + a-,x 2 de IR, en terminos de la base 
B 2 ={l, x-1, x 2 -1}. 

Empleando la base estandar, B x = |l, x,x 2 }, se tiene: 

0)«, - 


rn 


M 



0 


i 

. (* 2 -1)b, = 

0 

A 


,0. 


A, 


La matriz de transicion P Bi< ~b 2 es: 


1 -1 -1 

0 1 0 

0 0 1 


Determinemos P■ 


b 2 <—s. 
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P B 2 <-B l 


a 0 + fljX + a,x 2 expresado como vector coordenado en la base B t es: 




X' 


1 

1 

f 

a o 


CIq + @ X + d 2 

a x 

= 

0 

1 

0 

a x 

= 

a x 

\ a 2j 

B, 

0 

0 

1 

a 2 


a 2 


Podemos verificar el resultado asf: 


a 0 + flj x + a 2 x 2 = (a 0 + a t + a 2 ) + a t (x- 1) + a 2 {x' -1). 


Ejemplo5 


En R 2 supongamos que ( x )b, _ 


-1 


■ donde ~ 


f o\ 


. , 3 

W V~V 


; expresemos x en 


terminos de la base B 2 - 


-1 


W& = ( x )«, ■ 


Las columnas de P B ,^ Bl son los vectores de B t expresados en B 2 . 


rn 




f 5 l 


= a,. 


+ dr.. 


W 

11 


21 

"I, 


"2^ 

= d,~ 

"0^ 

+ dr.r. 

f 5 l 


12 


22 

-1, 


A cada una de estas ecuaciones vectoriales la llevamos a un sistema de dos 
ecuaciones lineales, asf: 


5a 21 = 1 

5a 22 = 2 

3fl u — la. l = 1 

y 

3a 12 -la 22 = 3 

“ o 5 r 


~ 0 5 2 ' 

3 -1 1 


3 -1 3 


Estos dos sistemas poseen la misma matriz de coeficientes y por tanto podemos 
formar una sola estructura con la matriz de coeficientes al lado izquierdo y los 
terminos independientes al lado derecho. 
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Modulo 7: Coordenadas y cambio de base 


“ 0 

5 

1 

2 " 

operaciones elementales . 

" 1 

o| 

% % 

3 

—! 

1 

3 


0 

1 

y s x. 


4 i 


T 


'2^ 

l. 


, 3. 


Luego 


p 

1 B, <-B, 

Entonces, 


(x) 



2 
-1 

X 

o 



Podemos observar que para obtener la matriz de transicion de B, aB n , hacemos lo 
siguiente: 


l> 


*.] 


operaciones elementales 



]■ 


7.3 Vectores coordenados e independencia lineal 

Teorema 4 


Sea B x ={v 1 ,v 2 ,...,v n ] unabase del espacio vectorial V. Supongamos que 





V 


X' 

(*i)n — 

a 2 1 

> (TOb, — 

a 22 

( x »X, = 

a 2n 


\ a nlJ 


\ a n2 > 


.“nn; 


a 


ii 


a 


In 


Sea A = 



a 


nl 


a 


nn _ 


Entonces |x l ,x 2 ,...,x n | es LI si y solo si detA^Q. 


Este teorema se desprende facilmente del hecho de que los vectores en coordena¬ 
das son n-tuplas ordenadas o sea elementos de R", y del teorema 4 del modulo 4, el 
cual dice que det A ^ 0 si y solo si las columnas de A son LI. 
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Capftulo 1: Espacios vectoriales 

Ejemplo6 

En P 3 , determine si los polinomios \ + x 2 , -\-3x + Ax 2 +5x 2 , 2 + 5x- 6x 3 , 
4 + 6x + 3x 2 +7x 3 sonLDoLI. 

Usando la base estandar de P 3 , B i = |l, x, x 2 , x 3 J, se tiene: 


(l + * 2 ) g| = 


(n 
0 
i 

vOy 


(-1-3x + 4x 2 +5jc 3 ) b = 


-3 

4 

v5y 


(2 + 5x-6x; 3 ) g = 


( 2 ^ 

5 

0 

v“ 6 v 


(4 + 6x + 3x 2 +7x 3 ) g = 


6 


v7y 


Entonces 


det A = 


1-12 4 

0-356 
14 0 3 

0 5-67 


* 0 . 


Luego los polinomios son LI. 
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En los ejercicios siguientes, todas las bases son bases ordenadas. 

En los ejercicios 1 a 7 calcule el vector coordenado de v con respecto a la base B dada para el espacio vectorial V. 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 


V es ] 


5 = 


v = 


V es ] 


B = 




r°^ 


f°l 



f 4 l 

0 

, 

i 

, 

0 


•, v = 

-i 

A 


A 





.0, 


V es' 


B = \ 




"0^ 





'2" 

-1 

, 

1 

, 

0 


*, v = 

3 



.0; 


A 



"I, 


VesPj, B = { 1 + x, — l + 2x}, v = 3 + 4x. 
VesP,, B = (l, x-l, x 2 -l}, \ = l + 2x-x 2 . 


V es 


B = j 1 - x + x 2 ,1 + x, 1 + x~ [, v = 3 — 2x + Ax . 


V es M,,, B = 


1 0 
0 0 


1 1 
0 0 


1 1 
1 0 


1 1 
1 1 


v = 


2 

-1 


0 

3 


En los ejercicios 8 a 10, sean 


= 


v3y 



f 1/ \ 


Xjij vX'iy 


•, b 3 = 



a 

ii 


f:%)} 

3 i 

J 

y'/i ; 

W)\ 


bases para M 2 . 

8. Halle las matrices de transition 


a. de B t yB,. 

b. de B 1 y B 3 . 

c. de y B 3 . 


Multiplique las matrices de a y b en ambas formas. ^Esta alguno de estos productos relacionado con la matriz de c? 
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9. 


Sea x = 


. Exprese (x) B[ ■ Usando las matrices del ejercicio 8, calcule ( x) ;j , (x). 

10. Calcule las matrices de transicion de B 2 a B 4 y de B 4 a B 2 . 

En los ejercicios 11 a 13 calcule el vector v si el vector de coordenadas [v] B esta dado con respecto a la base B de V. 



12 . 


VesP 2 , B = { 1-x, 1, 1 + x + x 2 }, (v) B 



13. V es P 3 , B = j-l + x 2 , 2 + 2x + x 3 , l + 2x-x 2 +3x 3 , 2x 2 +3x 3 j, 


(v) B 


2 

1 

-1 

3 


14. Sean B x ={(1, 3),(—1, 2)}, B 2 = {(0,1), (—2, 3)} bases para R. 2 ,ysean v = (3,4), w = (-4,5). 


a. Determine los vectores de coordenadas dev y w con respecto a la base B 1 . 

b. Determine la matriz de transicion P Bii _ Bi de la base B 2 en la base B ] . 

c. Determine los vectores de coordenadas devy w con respecto de B ] utilizando P S] ^ ■ 

d. Determine los vectores de coordenadas de v y w con respecto de S de manera directa. 

e. Determine la matriz de transicion P„ „ de la base B, en la base B,. 

f. Determine los vectores de coordenadas dev y w con respecto de /l, utilizando P Bi< _ Bi . Compare las respuestas 
con las del literal a. 


15. Sean B,=|l + ^ 2 , -2 + x, 3 + xJ y B 2 = |x + 2x 2 , 3 + x 2 +x, x| bases para P 2 . Sean v = 6-4x + 8x 2 y 
w = 9 — x + lx 2 . Responda los literales del ejercicio 14. 


16. Sean B t ={v 1 ,v 2 } y B , = {w p w,} bases para P, ,donde =x, w, =l + x. Si la matriz de transicion de B { a B^e s 
' 2 3] 

, determine B,. 

-12 1 


17. Sean J5, ={v p v 2 , v 3 } y B 1 ={w p w 2 ,w,} bases para K 3 ,donde v, = (1, 0, 1), v 2 = (1,1, 0), v 3 = (0, 0, 1). Si la 


matriz de transicion de B, en B t es 


1 1 2 

2 1 1 

-1 -1 1 


, determine B ■ 



Ejercicios del modulo 7 














18. Sean S, = {v p v 2 } y B 2 = {w p w 2 } bases para K 2 ,donde Vj =(1, 2), v 2 = (0,1). Si la matriz de transicion de B, en 


B l es 


2 1 
1 1 


, determine B 1 . 


19. Suponga que los ejes x e y en cl piano se rotan un angulo 0 en sentido antihorario generando nuevos ejes x',y'. 


a. 

b. 


Determine las coordenadas x, y de los vectores i y j rotados. 


Demuestre que la matriz de cambio de coordenadas esta dada por 


cos 9 
-sen <9 


sen <9 
cos <9 


En los ejercicios 20 a 24 determine si el conjunto de vectores dado es LI o LD. 

20. En E, : 3 + 2x, 1-x + x 2 , 2x-x 2 . 

21. EnPT:-2 + 2x, 2x + x + 12x 2 , x + 4x 2 . 


"2 

3" 


"0 

7" 


1 0" 


i r 

_4 

-1 

’ 

9 

6 

’ 

(N 

1 

’ 

0 3 


23. En P n :{p 1 ,p 2 ,...,p n+l : p l (0) = 0, i = l,...,n + l}. 

24. En M mn : {A,, A,,..., A mn : laprimeracomponentedecadamatriz escero}. 
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Capftulo 2 

Ortogonalidad 


Contenido breve 

Modulo 8 

Bases ortonormales y proyeccio- 
nes enR" 

Ejercicios 

Modulo 8 

Modulo 9 

Metodo de aproximacion por 
mmimos cuadrados 


El experimentador desea comprobar la relacion existente entre la fuerza aplicada al resorte y su 
deformacion. Para ello elabora una tabla donde registra el peso aplicado y la deformacion sufrida 
por el resorte, y obtiene una nube de puntos que ajusta a una recta mediante el metodo de 
mmimos cuadrados. 

Presentaci6n 


En este capftulo trabajamos con el producto escalar definido en R" para construir 
bases ortonormales de sus subespacios, las cuales tienen la ventaja de su facil 
manejo algebraico. Empleando estas bases desarrollamos el concepto de proyec- 
cion ortogonal de un vector sobre un subespacio, y como una aplicacion importan- 
te se presenta el metodo de aproximacion por mmimos cuadrados. 

Para hacer una ampliacion de estos temas, tratados en R”,a otros espacios 
vectoriales, introducimos la operacion producto interno. En aquellos espacios 
vectoriales donde se define producto interno se pueden construir bases ortonormales 
y proyecciones ortogonales. 

El producto escalar corresponde al producto interno en M". 


Ejercicios 
Modulo 9 

Modulo 10 

Espacios con producto interno 

Ejercicios 

Modulo 10 












Modulo 8 

Bases ortonormales y proyecciones 
en r« 

Contenidos del modulo 


8.1 Conjuntos ortonormales 

8.2 Otra forma del problema de la base. Proceso de ortonormalizacion de Gram- 
Schmidt 

8.3 Proyecciones ortogonales 

8.4 Complemento ortogonal 

8.5 Desigualdad de Cauchy-Schwarz en E" 

Objetivos del modulo 



El matematico danes Jorgen Pedersen Gram 
(1850-1916) es conocido por el metodo 
de ortogonalizacion, aunque se presume 
que no fue el quien primero lo utilizo. 
Aparentemente fue ideado por Pierre Simon 
de Laplace y utilizado tambien por Augustin 
Louis Cauchy en 1836. Gram murio 
arrollado por una bicicleta a la edad de 61 
anos. 


1. Construir bases ortonormales en los subespacios de E". 

2. Encontrar la proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio de R". 

3. Descomponer un vector de R" como suma de dos vectores, uno en un subespacio 
de R" y otro en su complemento ortogonal. 

4. Establecer propiedades relativas a las magnitudes de los vectores en R' ! . 


El matematico aleman Erhard Schmidt 
(1876-1959) fundo el primer instituto de 
matematicas aplicadas de Berlin. Alumno 
de David Hilbert, Schmidt hizo sus mayores 
contribuciones en ecuaciones integrals y 
teorla de funciones en el espacio de Hilbert. 


Preguntas basicas 


1. (i Que es un conjunto ortogonal? 

2. 7 ,Que propiedades tienen los conjuntos ortogonales? 

3. 7 , Co mo se construye una base ortonormal para un subespacio de R" ? 

4. yComo se calcula la proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio? 

5. (' Como se encuentra el complemento ortogonal de un subespacio H de R" ? 

6 . ^Como se relacionan un subespacio H y su complemento ortogonal H en R" ? 

7. ^En la descomposicion de un vector a e R", como a = p+q con pc// y 

q e H ± , a que son iguales p y q? 


8 . (' Cual es la mejor aproximacion de un vector a e R" a los vectores de un subespacio 
Hde R"? 


Introduccion 


En R" la base estandar B = {e p e,,...e n } tiene la propiedad de que e,.-e 7 . =0 
para; ^ j y ademas |e ; | =1, i = . 



Vea el modulo 8 del programa 
de television Algebra Lineal 


\ _ J 
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Capftulo 2: Ortogonalidad 


Hemos podido apreciar lo comoda que resulta esta base en el manejo algebraico de 
los vectores de R". En este modulo mostraremos la forma de dotar los subespacios 

de bases con las caracterfsticas de la base estandar de R”. A estas bases las llama- 
remos bases ortonormales. Ademas veremos el concepto de proyeccion ortogonal 

de un vector de E" sobre un subespacio de este, concepto que nos sera de gran 
utilidad cuando se trata de aproximar la solution de un sistema inconsistente y = Ax 
de manera que se minimice el error cometido. 


1 QQllde@ - Para ser, saber y saber hacer 




Modulo 8: Bases ortonormales y proyecciones en R" 

8.1 Conjuntos ortonormales 

Definition 1 

Sea S = {UpU,,...,^ } un subconjunto de R\ 

Se dice que S es un conjunto ortonormal si 

1. u ;' u y = 0 para i ^ j. 

2. |u,.|=l. 

Cuando se cumple la condition 1, se dice que el conjunto es ortogonal. 

Como los vectores de S son de magnitud unitaria, se dice que son vectores norma- 
lizados. De ahi que un conjunto que cumpla las dos condiciones se llame ortonormal. 

Recordemos que si xeR", x= (x 1 ,x 2 ,...,x n ) y la magnitud de x, |x|, estadadapor: 


x = - 


Si u f | = 1, entonces u, • u ; = 1. 


Nota: los conceptos de ortogonalidad y magnitud de los vectores de R" estan 
dados en terminos del producto escalar. Es importante, antes de seguir adelante, 
recordar las propiedades del producto escalar. 

Ejemplo 1 


Sean a = (1, 3, 0), b = (3, -1,1) y c = (3, — 1, 10) ; entonces {a,b,c} es un con¬ 
junto ortogonal en R 3 ya que ab = ac = bc = 0. 


|a| = VlO , Ibl = -n/iI y |c| = ^10. 


Los vectores 


a 



-id, 3,0), u 2 

VTo 


h 

lb 


1 

VTT 


(3, -1,1) 


y 


U 3 


c 1 
|c| VTTo 


(3,-1, 


10 ) 


son vectores unitarios en las direcciones de a, b y c, luego {u p u 7 ,u 3 } es un 
conjunto ortonormal. 


Ademas, gen{a,b,c} =gen{u,,u 2 ,u 3 }. 
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Teorema 1 


Sea S = {u p u,,...,u,.} un conjunto ortogonal de vectores no nulos de R". Enton- 
ces S es linealmente independiente. 

Demostracion 

Planteamos la ecuacion 

CjU, + c 2 u 2 + . .. + C i VL j + ... + C ( .U ) , =0. 

A ambos lados de la igualdad multiplicamos escalarmente por u,, i = 1 ,k 

(CjUj +C 2 U 2 + ...+ C i U ( + ...+ 0^) • u ; =0 u ; =0. 

Aplicando la propiedad de distribucion del producto escalar tenemos, 

CjClIj-U,.) + C 2 (U 2 -U,.) + ... + CjCUvU,.) + ... + ^(Uj-U,.) = 0. 

Ahora, u ; u y =0 para/ ^ j, luego el lado izquierdo de la ecuacion se reduce a 

I |2 

c, (u,. • u ( ), de donde c,. u f ' = 0. 


Como u, ^0, entonces c ; =0, i = 1 

Corolario 1 

Un conjunto ortonormal de vectores en R" es linealmente independiente. 

8.2 Otra forma del problema de la base. Proceso de 
ortonormalizacion de Gram-Schmidt 

Dada una base S = {v 1 ,v 2 ,...,v t } para un subespacio de R”, hallar una base 

ortonormal B = {Uj,u 2 ,...,u t }. La solucion a este problema nos la brinda el siguien- 
te teorema, conocido como proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. 

Teorema 2 

Sea H un subespacio de dimension k de R"; entonces H tiene una base ortonormal. 

Demostracion 

Supongamos que {v p v 2 ,...,v A .} es una base para H. 


!Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 




Modulo 8: Bases ortonormales y proyecciones en R" 

Paso 1 

Construccion de un vector unitario en la direccion de v p v,^0, ya que 
{vj,v 2 ,..., \ k } es linealmente independiente. 
v. 

Sea Uj = - — 7 . 

N 

Paso 2 

Construccion de un vector ortogonal a u r 
Sea 

v;=v 2 -proy„v 2 . 

(v 2 ■ u,) 

P r °y u , v 2 = | i 2 Up 

l u i| 

como |lij | = 1 , 

V2 = v 2 -<v 2 

Veamos que \' 2 es ortogonal a Uj : 

v' 2 • u, = v 2 u, — (v 2 uju, -Uj = 0. 

' i ' 

Lo anterior se representa en la figura 8.1. 



Construccion de un vector unitario en la direccion de v 2 . 
v 2 

Sea u, = r -f T . 

N 
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Entonces, {u,,u 2 } es un conjunto ortonormal. 


Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «Proyeccion sobre 
el piano en R 3 » 

V___ ) 



Supongamos que se ha construido |u,,u 2 ,...,u p }; p < k un conjunto ortonormal. 

Veamos como agregar un nuevo vector al conjunto de modo que siga siendo 
ortonormal. 

Paso 4 


Construccion de un vector ortogonal a |u 1 ,u 2 ,...,u p |. 

Sea v; +I = v p+1 -(v p+1 • u,)u, -.„-(v p ., • u,.)u, (v p+1 -u p )u p . 


v p+1 se construye quitandole al vector v p+1 sus proyecciones ortogonales sobre 
los vectores del conjunto ortonormal construido. Este vector es ortogonal a todos 
los vectores del conjunto. Veamoslo. 

V ', )+ | U = V^r^T-(v p+ i ' U r^ U r -u t) 

o i ' 5 ' 

= 0 . 


Paso 5 

Construccion de un vector unitario en la direccion de v p+1 . 

▼Ui 

Sea u i - p; 

I V r+i 

El proceso continua hasta completar los k vectores de la base ortonormal. 

8.3 Proyecciones ortogonales 

Definicion 2 

Sea //un subespacio de dimension k de R" con base ortonormal |u 1 ,u 2 ,...,u t } y v 

un vector de R”. Entonces la proyeccion ortogonal de x sobre H, denotada proy„ v, 
es un vector de H dado por: 


proy ff v = (v • u,)u, +(v • u 2 )u 2 + ... + (v • uju*. 


Ejemplo2 


Sea W = 




y 

: x-y + 2z = 0 




un subespacio en R 3 . 


i. Determine una base y la dimension de W. 
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ii. Determine una base ortonormal para W. 

^ 2 ^ 


iii. Si a = 


1 

v-ly 


e R 3 , determine pi'oy,,, a. 


Solution 


Modulo 8: Bases ortonormales y proyecciones en R" 


( x ) 




'y-2z' 




'-2 s 

y 


y 

= 

y 

= y 

1 

+ z 

0 

\Z y 


y 


S Z y 


. 0 . 




W 


= gen< 


i 


'-2Y 

0 >. 


Como los vectores son LI, entonces 





'- 2 " 


▼1 = 

1 

• V 2 = 

0 



,0, 


,1, 



es una base para W. dim W = 2. 


A partir de esta base, podemos construir una base ortonormal para W. 
Designemos {u p u 2 } la base ortonormal. 


1. 


2 . 


u, = 


v > _ 1 


1 


vOy 


| v i| V2 

v ; = v 2 -(v 2 -u 1 )u 1 


3. 


'-2 s 



'-2 s 

(Xu) 


(Xu) 


f -1 l 

0 

- 


0 

X/2 


Xii 

= 

1 

si. 



si. 

l 0 J 


l 0 J 


si. 


V 2 _ 1 

K\ V3 




vly 


Base ortonormal de W = 


Xu 

vOy 


~Ys 

Xs 

\Xsj 
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Capitulo 2: Ortogonalidad 


proy^ a = (a • U!)u, + (a • u 2 )u 2 . 



' 2 ^ 

r/4 

(Xs) 



'2 s 


(%) 


(%) 


'yx 


1 


Xrz 

+ 


1 


/s 


Xl3 

= 

% 


- 1 . 

{° J. 

1° J 



- 1 , 









Los vectores Uj y u 2 forman una base ortonormal para el piano generado por los 
vectores Vj y v 2 (figura8.2). 

Calcular las coordenadas de un vector relativas a una base puede ser un problema 
relativamente diffcil; ahora, si la base es ortonormal, esto es bastante sencillo, como 
se ve en el siguiente teorema. 

Teorema 3 

Sea B = {u p u 2 ,...,u n } una base ortonormal de E" y sea veR". Entonces, 
v = (v-u^u, + (v-u 2 )u 2 + ... + (v-u„)u„. 

Es decir, el vector v es la suma de las proyecciones ortogonales sobre los vectores 
de la base ortonormal de E": 

v = proy s ,v. 

Demostracion 

Ya que B es una base de R", v se puede expresar de manera unica como: 

V =CjUj +c 2 u 2 +... + c ; u,. + ... + c„u„. 
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Multiplicando escalarmente por u ; , i = 1 a ambos lados de la igualdad tene- 
mos: 

V U, = c, (u, ■ U,.) + c 2 (u 2 ■ U,. ) +... + C,. (u,. • u f ) +... + C n (u„ • U,) 



Como esto es valido para todo i, la demostracion queda completa. 

Ejemplo3 


Sea B = (u, = 


U2 = 


—0, —I, u, = (0,1, 0) [ una base 

V5 V5 y 


ortonormal para R 3 . Expresemos el vector v = (2, -3, 1) como una combination 
lineal de los vectores de B. 


v = C[U[ + c 2 u, + c 3 u 3 tal que : c l = v• u 3 = 4/^5, 

c 2 = v • u 7 = -3 / y[5. 


c 3 = vu 3 =-3. 


(2,-3,1) = ^ 




VHa/5 ’ ’ V5 ) VHV5 ’ ’ ^5 


-2 


1 


—j=, 0, —= -3(0,1, 0). 


El siguiente teorema establece la unicidad de la proyeccion ortogonal de v sobre el 
subespacio H. 

Teorema 4 

Sean H un subespacio de R” y v en R'. Suponga que se tienen en H dos bases 
ortonormales B, ={u 1 ,u 2 ,...,u m } y B 2 ={tj,t 2 ,...,t m } ; entonces 


P ro y„v= (v-u^u, +(v-u 2 )u 2 +... + (vu m )u, 

= (v-t 1 )t 1 +(v-t 2 )t 2 + ... + (v-t m )t,„. 

8.4 Complemento ortogonal 

Definicion 3 

Sea H un subespacio de R". Un vector u en R" es ortogonal a // si es ortogonal 
a todo vector de H. El conjunto de todos los vectores de R" que son ortogonales 
a H se llama complemento ortogonal de H en R" y se denota // . 

H 1 = ju e R" :u h = 0, para todo h e H j. 
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EjempIo4 

Sea W = { (x,y , z) /( x,y,z ) = f(l,2,3), feK}. 

W esta formado por todos los vectores ortogonales a (1, 2, 3); se puede mostrar 
que W 1 es el piano que pasa por el origen con vector normal (1, 2, 3). 

Teorema 5 

Sea H un subespacio de R"; entonces 

a. H es un subespacio de R". 

b. HnH 1 ={()}. 

c. dim// 1 =n -dim//. 

Demostracion 

a. H 1 * <1>, (0, 0,..., 0) e Z/ 1 yaque Vh e H 

(0, 0,..., 0) h = 0. 

Sean x 1; x 2 e H 1 , x, -h = 0 y x 2 -h = 0, Vh e H. 

Luego 

(Xj + x 2 )-h = Xj - h + x 2 - h = 0 + 0 = 0. 

Ahora, 

ax, h = a(x, h) = aO = 0, 
lo que prueba que // 1 es un subespacio de R". 

b. {(0, 0,..., 0 )}<=HnH x . 

Probemosque H n // x c{(0, 0.0)}. 

Supongamos que x e H n// 1 , x e H ax e H L ; entonces x-x=0. 

Luego 

x = (0, 0,..., 0) 
y, por tanto, 

//n// 1 ={(0, 0,..., 0)}. 

Sea {u,,u 2 ,...,Uj} una base ortonormal de H. Esta base puede ampliarse 
hasta formar B, una base para R", B={u l ,u 2 ,...,u,,v i+I ,...,v, l }. Mediante 


c. 
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Modulo 8: Bases ortonormales y proyecciones en R" 

el proceso de Gram-Schmidt, B se puede transfonnar en una base ortononnal de R". 

^ = {u 1 .n 2 .u„u itl .u,}. 

Debemos demostrar que {u i+1 ,...,u„} es una base para H . 

Como los vectores son LI, debe mostrarse que generan H 
Sea x eentonces x e R" y 


X = (X u,)u, +... + (x• u k )u k + (x• u w )u ltl +... + (x • u„)u„. 

Como los vectores u 1; u 2 ,...,Uj estan en H, x u ; =0, i = 1,..., k, entonces 
x = (x-u t+1 )u, +1 +... + (x-u„)u„. 

Luego {u, +1 ,...,u„} es una base para H L y dim H L =n-k- 

Cualquier vector de R" sepodraexpresardemaneraunicacomosumadeun 
vector de H con un vector de H . 

Teorema 6: Teorema de la proyeccion 

Sean H un subespacio de R" y vet”. 

Entonces existe un par unico de vectores p y q tales que 

p e H y q e H 1 yv = p+q, 

donde p = proy H v y q = proy H± v. 

Ejemplo5 

En el piano del ejemplo 2, determinamos la base ortonormal 



(y*\ 


f-XsT 

B = < 

'A 

> 

Xb 


l o J 





'2' 



y para a = 

1 

encontramos proy H , a = 

% 


-1, 




Podemos expresar a como la suma de dos vectores p y q tales que: 


P = Pi'ey,,- a y q = proy^ a, 
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a = p + q=>q = a-p = a-proy H , a. 


= P r °y w a, 



'2' 




f-/ 6 ) 

q = 

1 

- 

% 

= 

X 


-1, 






w = 


'(x) 


y 

: x-y + 2z = 0 

A 2 / 



dim W = 2; como dim W +dim W 1 = 3, entonces dim W L = 1. Luego el vector 


q puede ser una base para W y i i una base ortonormal para W . 


|q| = j6' 


entonces 


n = V6 

q 




(~Xn) 

X 

= 

Xj6 

<“X, 




Base ortonormal de W = < 






No es necesario averiguar el valor de q para determinar la base dc W . Dc la ecua- 
cion de W sabemos que (1,-1, 2) es un vector normal a W, y por tanto pertenece a W . 


Luego una base de W 1 puede ser . 


-1 


v2y 


, y una base ortonormal de \y - 


ys 


Teorema 7: Teorema de aproximacion de la norma 


Sea H un subespacio de R" • Entonces para cualquier vector v e 1ft", el vector de H 
mas cercano a v es proy H v . Es decir, si h es cualquier vector de H, | v - h| es minima 
cuando h = proy„ v . 

Demostracion 

Sea h un vector cualquiera de H. Entonces 

v -h = (v - proy H v) + (proy H v - h). 
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Ahora, 


(v-proy H v) e H 1 y (proy H v-h) e H, 
y entonces 

(v-proy„ v) • (proy fl v-h) =0. 

|v-h| 2 =((v-proy // v) + (proy„ v-h))-((v-proy„ v) + (proy„ v-h)) 

i i 2 i i i 2 

= v-proy„v| + |proy H v-h| . 


Sih ^ proy H v, 

|proy ff v-h| 2 > 0 y |v-h|' > |v-proy H v|" 
y por tanto 


v-h > |v-proy ff v . 

Asf que proy„ v es el vector que minimiza I v—h| 





'2' 

En el ejemplo 5, p = proy w a = 

% 

es el vector en W mas cercano a a = 

1 




,-1/ 


8.5 Desigualdad de Cauchy-Schwarz en 

Finalizamos el capftulo con un resultado importante relativo a las magnitudes de los 
vectores, la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R", a partir de la cual puede dedu- 
cirse la desigualdad triangular en M". 

Teorema 8: Desigualdad de Cauchy-Schwarz en R' 1 

Sean a y b vectores en R". Entonces 

i. |a-b| < |a||b|. 

ii. |a • b| = |a| |b| si y solo si a = 0 o b = /la para algun real A. 
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Demostracion 


Tomemos dos vectores a y b de R” tales que uno no es multiplo escalar 
del otro, o sea que estan sobre rectas en distintas direcciones (figura 8.3). 

f \ 


La proyeccion ortogonal de b sobre a esta dada por proy b/a 


a b 


i i 2 



a. 



La distancia (al cuadrado) del punto b a la recta que lleva la direccion de a es: 


a-b 

a 

-| b | 2 2 ^- b ^, 

a-b 


l D l i ,2 + 

1 |2 

U a l J 


a 

IM ) 


_ |b| 2 |a| 2 -(a-b) 2 

_ ri 2 ■ 

|a| 

Como esta distancia es mayor que cero, entonces el numerador en la expresion 
anterior debe ser positivo, luego 

|b| 2 |a| 2 - (a-b) 2 >0. 

|b| 2 |a| 2 > (a-b) 2 . 

Extrayendo rafz cuadrada a ambos lados tenemos que: 

|b||a| > |a-b|. 

Cuando a y b tienen la misma direccion, o sea que b = Aa para algun escalar A, la 
distancia calculada sera igual a cero y por tanto se tendra que 

|a - b| = |a||b|. 

Luego, en general, tenemos que la • b| < |a| |b|. 
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l. 


Verifique que las siguientes son bases ortogonales para M 3 . Obtenga bases ortonormales a partir de ellas. 

a. {(0,0,1), (-1,1,0), (1,1,0)}. 

b. {(0, 1,-1), (1,-1/2,-1/2), (1,1,1)}. 


2. UtiliceelprocesodeGram-Schmidtparatransformarlabasedeunsubespaciode R 3 , dadapor {(1, 1, -1), (0, 1, -l)},en 
una base ortonormal. 

3. Igual que en el ejercicio 2, con la base {(1, -1, 0), (2, 0, 1)} . 

4. Utilice el proceso de Gram-Schmidt para determinar una base ortonormal para el subespaciode M 4 con base 

{( 1 , - 1 , 0 , 1 ), ( 0 , 0 , 1 , 0 ), ( 2 , 0 , 0 ,- 1 )}. 


5. 


Sea S = 


1 1 


1 


1 


1 


.V3’V3’V3j\ V6’V6’ S) 

(1, 2, -1) en esta base. 


f 0 ‘ 

V2 V2 j 


unabase ortonormal de R . Escriba el vector 


6 . 


7. 


8 . 


{ 

1 2 yi 

( 0 , 1 , 0 ), 

l V5 V?Jj 


Escriba el vector v = (1, 2, -1) como 


p + q con peWy qeW. 

Determine la distancia del punto (2, 3, -1) al piano 3x - 2y + z = 0. (Sugerencia: encuentre la proyeccion ortogonal 
de (2, 3, -1) sobre el piano.) 


Construya una base ortonormal para el espacio solucion del sistema homogeneo: 


x + 3y-5z = 0 
2x - y + z = 0 
3x + 2y-Az = 0 
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9. 


Encuentre una base ortonormal en R 3 que incluya los vectores u, 


^ 0 ^ 

vV5’ ’ 


y u 2 = (0, l, 0). 


En los ejercicios 10 a 12 se dan un subespacio H y un vector v. 

a. Calcule pray,, v. 

b. Encuentre una base ortonormal para H 1 . 

c. Escriba v = p + q con p & H y q e H 1 . 


10 . 



: 2x - y = 0 >; 


v = 


3 

5 




X 



"-3" 

11. 

H =< 

y 

g R 3 : 3x-2y + 6z = 0 

>; v = 

1 



z 



4 



X 



1 " 

12. 

H=- 

y 

z 

g R 4 : x = 2 y, w = -y 

>; y = 

-1 

2 



w 



3 


13. Si a y b son vectores de M" tales que a = 0 o b = Aa para 2sR, demuestre que |a • b| = |a| |b| 

14. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz pruebe la desigualdad triangular |a + b| < |a| + |b|. 
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Modulo 9 

M6todo de aproximacion por 
mmimos cuadrados 


Contenidos del modulo 



9.1 Aproximacion por una recta 

9.2 Aproximacion cuadratica 

Objetivos del modulo 


Un avion que toma fotografias infrarrojas 
utiliza un detector que registra la imagen 
electronicamente; esta imagen sufre 
distorsiones que deben corregirse y asi 
obtener las coordenadas reales; para ello 
se utiliza el metodo de mmimos cuadrados. 


1. Ilustrar una aplicacion interesante de la proyeccion ortogonal de un vector sobre 
un subespacio. 

2. Aprender a calcular el error cometido en un resultado obtenido experimentalmente. 


Preguntas basicas 

1. yEn que consiste el metodo de aproximacion por mmimos cuadrados? 

2. yCuando se aplica este metodo? 

3. ^Por que cuando se da y = Ax, decimos que y e C A ? 

4. ^.Por que el vector x que minimiza el error cometido es tal que Ax es igual a la 

proyeccion ortogonal de y sobre C A ? 

5. ,'Como se determina el error cometido en el calculo? 


Introduction 


Muchos experimentos relacionados con ciencias ffsicas, biologicas o sociales se 
proponen encontrar la relacion existente entre las variables presentes en un deter- 
minado fenomeno por medio de una ley matematica. 

En estos procesos se trata de ajustar una curva a los diversos puntos obtenidos 
experimentalmente. En general, el resultado obtenido es un sistema de ecuaciones 

Ax = y inconsistente. El problema entonces es encontrar un x en R" tal que Ax 
sea tan cercano a y como sea posible. 



Vea el modulo 9 del programa 
de television Algebra Lineal 

\ _J 
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9.1 Aproximacion por una recta 


Supongamos que se busca la recta v =b + mx que mejor se ajusta a los n datos 
(^,>’ 1 ), (x 2 ,y 2 (x„,y n ) (figura9.1). 



La grafica ilustra la ubicacion de algunos puntos obtenidos del experimento y sus 
distancias (errores c j ) a los respectivos puntos sobre la recta y =b + mx . El pro- 
blema puede plantearse asf: encontrar m y b de la recta tal que el error cometido sea 
mtnimo. 

Una forma de minimizar los errores es hacer minima la suma de los cuadrados de los 
errores (e? + s\ +... + s 2 ). 

e x = —(Jb + mx j) 
s 2 = y n -( b + mx 2 ) 

e n = y n ~(b + mx n ). 

Un enunciado mas preciso del problema es: encuentre m y b tales que: 

(y 1 -(b + mx^) 2 + (y 2 - (b + mx 2 )) 2 +...+ {y n ~{b + mx n )) 2 seamlnima. 

Desarrollaremos un metodo matricial para encontrar esta aproximacion de mmimos 
cuadrados. 

Si los puntos (Xj, y t ), (x n , y 2 ), (x n , y n ) estuvieran sobre la recta y = b + mx , se 
cumpliria que: 

= (b + mx j) 

y 2 = (b + mx 2 ) o Y = AX 

y n —(b + mx n ) 
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'y^ 


1 V, 


con Y = 

y 2 

, A = 

1 x 2 

y x 


Jnj 


1 x n 



Si los puntos no estan todos sobre la recta, el sistema Y = AX es inconsistente, es 
decir, Y - AX ^ 0, y el problema sera: 

encontrar un vector X talque |Y-AX| sea minima. 

(Y - AX) es un vector de R" cuyas componentes son los errores cometidos en la 
obtencion de los n datos experimentales. 


Y-AX = 


■ AX| — + £- +... + . 


Asf que hacer minima |Y — AX| equivale aminimizar s\ +s\ +... + s~ n . 


Si Y = AX, entonces Y es una combinacion lineal de las columnas de A, o sea que 
Y e C A ; como Y = AX es inconsistente, Y <£ C A . Por el teorema de aproximacion 

de la norma en R", Y - AX es minirno cuando 


AX = proy r Y. 

Sea X el vector, tal que AX = proy c Y. 

Podemos hacer una representacion geometrica en R 

El espacio columna de A, C A , puede ser un piano o una recta que pasa por el origen. 
Representemos C A como un piano que pasa por el origen (figura 9.2). 
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Y - AX es un vector ortogonal a C A , o sea que para todo AX e C A se tiene: 

AX • (Y - AX) = 0, 

(AX) r (Y - AX) = 0, 

X T A r (Y - AX) = 0, 

X r (A r Y - A T AX) = 0 VXeK 2 . 

Luego A T \ - A T AX = 0, 

A r AX = A r Y. 

Esta ecuacion matricial representa dos ecuaciones con dos incognitas, que frecuen- 
temente se denominan ecuaciones normales. 

Si A 1 A es invertible (se puede demostrar que esto sucede cuando los n datos no 
son colineales), X tiene solucion unica dada por: 

X = (A t A) _1 a t y. 

Ejemplo 1 

Encuentrelarectaquedaelmejorajusteparalosdatos(2,1), (3,2), (4, 3), (5, 2). 
En este caso: 



'1 

2 


T 


1 

3 


2 

A = 

1 

4 

, Y = 

3 


1 

5 


2 



A T AX = A t Y 
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"1 2 



T 

1111" 

1 3 


"1111" 

2 



X = 



2 3 4 5_ 

1 4 


_2 3 4 5_ 

3 


1 5 



2 


4 

14 

b 


8 




14 

54 _ 

m 


30 




"4 

14 

8 " 


operaciones elementales . 

"l 

o| % 

14 

54 

30 


0 

i| K 


3 2 

Ecuacion de la recta: y = — +— x. 

' 5 5 


El error cometido esta dado por (figura 9.3): 





"l 

2" 





(Vs) 


2 


l 

3 

rxl 


2 


% 

Y-AX = 






— 


— 



3 


l 

4 

.X. 


3 


n A 


U 


l 

5_ 



U 


V%) 


f~ 2 A 








X 



14 + 1 + 16 + 9 

6 , 

Y-AX = 




— 


— = / 

- «1 


X 




25 


5 


u 

J 








9.2 Aproximacion cuadratica 

Si lo que se busca es una curva cuadratica y = a + bx + cx 1 que sea el mejor ajuste 

en el sentido de mrnimos cuadrados a n datos (x,, v,), (x 2 ,y 2 ),..., (x n , y n ), el pro- 
cedimiento que se debe seguir es exactamente analogo al metodo desarrollado 



Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Creci- 
miento de poblacion» 

V___/ 
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anteriormente para el ajuste lineal (figura 9.4). 



Figura 9.4 

Si los n puntos estuvieran sobre la parabola y = a + bx + ex 1 , la ecuacion se verifi- 
carfa asf: 

y 1 = a +bx x + cx f 
y 0 = a + bx 2 + cxl 

: \ o Y = AX 

y n =a + bx n +cx] 

con 


Y = 

V 

y 2 

, A = 

1 2 " 

1 x x x x 

1 2 

1 x 2 x 2 

y X = 

b 


Jn) 


1 2 

1 x n x n 




Como los puntos no satisfacen las ecuaciones, el sistema Y - AX es inconsistente 
y, por tanto, el problema sera encontrar un vector XenM 1 tal que |y-Ax| tenga 

un valor mmimo; luego AX = prayY. Sillamamos X el vector minimizador, en- 
tonces 


A r Y = A T AX. 

Ejemplo2 

El metodo de ajuste cuadratico se puede usar para hacer estimaciones de las cons- 
tantes ffsicas. Veamoslo: 
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Un cubito se desliza sin friccion sobre el piano inclinado de la figura 9.5 y partiendo 
del punto 0. 



Su ley de movimiento esta dada por: x(t ) = v„t + — r 


Se tienen las siguientes mediciones: 


t = Is 

x = 12.4 m 

t = 2s 

x = 29.8 m 

t = 3s 

x = 52.0 m 

II 

4^ 

03 

x = 79.21 m 


A partir de estos datos podemos hacer estimaciones para los valores de v 0 y g y 
ademas calcular el error cometido. 

Sean 


Y = 


12.4 

29.8 

52.0 

v 79.21y 





A r Y = 

"1 2 3 4" 

12.4 

29.8 


' 544.84' 

1 4 9 16 

52.0 


1866.96 



79.21 




1 1 


“1 2 

3 

4" 

2 

4 


"30 

100' 

_! 4 

9 

!6 

3 

A 

9 

1 C. 


100 

354 


Resolvemos ahora el sistema (a 7 a)x 


A 7 Y. 


'30 

100 

544.84" 

operaciones elementales . 

"l 

0 

9.96' 

100 

354 

1866.96 


0 

1 

2.46 
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g « 9.84m/s 2 . 


El error cometido esta dado por Y - AX . 


AX = 


£ = 


1 1 



12.42 

2 4 

9.96 


29.76 

3 9 

2.46 

_ 

52.02 

4 16 



79.2 


12.4 -12.42 


-0.02 

29.8 - 29.76 


0.04 

52.0 -52.02 


0.02 

79.21 - 79.2 


0.01 


= V(0.02) 2 +(0.04) 2 


= 0.05. 
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En los ejercicios 1 a 4 determine la recta de mfnimos cuadrados para los datos dados. 

1. (2, 1), (3, 2), (4, 3), (5, 2). 

2. (1,4), (-2,5), (3,-1), (4,1). 

3. (-2,-2), (-1, 0), (0,-2), (1, 0). 

4. (0, 2), (1, 2), (2, 0). 


En los ejercicios 5 y 6 determine el polinomio cuadratico de mfnimos cuadrados para los puntos dados. 


5. (-7, 3), (2, 8), (1, 5). 

6. (0,3.2), (0.5,1.6), (1,2), (2,-0.4), (2.5,-0.8), (3,-1.6), (4,0.3), (5,2.2). 




' 1 

-2 


" 3 ' 



-1 

2 


1 

7. 

Sean A = 

0 

3 

e y = 

-4 



2 

5 _ 


2 


a. Encuentre una solucion por mfnimos cuadrados de Ax = y. 

b. Calcule el error de mfnimos cuadrados asociado a la solucion encontrada en a. 


8. Encuentre el mejor ajuste cuadratico para los datos del ejemplo 2. yQue tipo de ajuste ocasiona el menor error? 

9. Se tienen dos magnitudes relacionadas cuadraticamente A e y.es decir, existen constantes a, b y c tales que y = a + bx + cx 2 . 
En las mediciones experimentales de estas magnitudes se obtuvieron los siguientes datos: 


X 

0 

0.5 

1 

2 

2.5 

3 

4 

5 

y 

3.2 

1.6 

2 

-0.4 

-0.8 

-1.6 

0.3 

2.2 


Encuentre la parabola que mejor ajuste estos datos. 
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Modulo 10 

Espacios con producto interno 


Contenidos del modulo 



10.1 Producto interno 

10.2 Norma y ortogonalidad en un espacio vectorial con producto interno 

10.3 Ultima forma del problema de la base 

10.4 Proyeccion ortogonal en espacios vectoriales con producto interno 


Una aplicacion interesante de los espacios 
con producto interno es la aproximacion 
mediante series de Fourier a funciones 
continuas. La grafica ilustra aproximaciones 
de Fourier de ordenes 3 y 4 a la funcion 
f(t) = t 


Objetivos del modulo 


1. Determinar magnitudes de vectores en espacios vectoriales donde hay definido 
un producto interno. 

2. Construir bases ortonormales en espacios vectoriales con producto interno. 

Preguntas basicas 

1. i,Que es un producto interno? 

2. y,Por que es importante definir un producto interno en un espacio vectorial? 

3. (' Como se construye una base ortonormal en un subespacio vectorial con producto 

interno? 


Introduction 


En el modulo 8 vimos como los conceptos de ortogonalidad, base ortonormal y 

proyecciones en R" se construyen con base en el producto escalar. En esta sec- 
cion se hara una generalizacion de estos conceptos a otros espacios vectoriales, 
para lo cual es necesario definir una operation en ellos llamada producto interno. Se 

podra comprobar que el producto escalar corresponde al producto interno en R“. 



Vea el modulo 10 del programa 
de television Algebra Lineal 

\ _J 
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10.1 Producto interno 



Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Espacios 
con producto interno» 

V___/ 


Definicion 1 

Sea V un espacio vectorial real o complejo. 


Un producto interno sobre V es una funcion tal que a todo par de vectores x e y de 


."'•i ► 




Escuche la biografla de Jean- 
Baptiste Joseph Fourier en su 
multimedia de Algebra Lineal 




y 


V asocia un unico numero real o complejo (x, y) que satisface las siguientes propie- 
dades: 

Si x, y,z estan en V y a es un escalar, entonces: 

i. (x, x) > 0. 

ii. (x,x) = 0 <=> x = 0 . 

iii. (x, y + z) = (x, y) + (x, z). 

iv. (x + y,z) = (x,z) + (y,z). 

v. (x,y) = (y,x). 

vi. (as,y) = a(x, y). 

vii. (x,ay) = a(x,y). 


Del espacio vectorial V se dice que es un espacio con producto interno. 
Nota: en las condiciones v y vii la barra indica conjugation compleja. 


Si (x, y) es un numero real, (x, y) = (x, y). 

Ejemplo 1 


En R" el producto escalar entre n-tuplas es un producto interno. Veamos. 
Sean: x = (x l ,x 2 ,...,x n ) ey = (y p y 2 ,...,y n ). 


x-y = x 1 y 1 +x 2 y 2 +... + x n y n . 

El producto escalar satisface la siguientes condiciones: 

i. x-x >0. 

ii. x • x = 0 si y solo si x = 0 . 

iii. x • (y + z) = x • y + x • z. 

iv. (x + y) • z = x • z + y • z. 

v. x-y = y-x. 

vi. «x-y = x-«y = «(x-y). 

Las propiedades i a iv del producto escalar corresponden a las propiedades del 
producto interno. 
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Modulo 10: Espacios con producto interno 

La propiedad v del producto escalar se convierte en propiedad conmutativa ya que 
(y • x) = (y • x) debido a que el producto escalar es un numero real. 

Del mismo modo la propiedad vii del producto interno queda integrada con la 
propiedad vi ya que los escalares son numeros reales y a(x-y) = a(x • y). 

Ejemplo2 

En C", espacio vectorial de «-tupI as ordenadas de numeros complejos, puede 
definirse un producto interno como (x,y) = jqy, +x 2 y, +... + x n y n , con 

x = (x l ,x 2 ,...,x„) ey ={y u y 2 ,...,y n ). 

La propiedad i se satisface ya que 

(x, x) = x,x, + x 2 x 2 + ... + XjX ) +... + x n x n 

w 

(dj + bji) (a. - bji ) 

2 i 2 ‘2 / -2 -ix 

cij-bji (i =— 1 ) 



I |2 | i2 11^ | |2 

= |Xj| + x 2 +...+x. +...+x B >0. 
ii. (x,x) = 0 <=> x = 0. 

Las condiciones Hi y iv se deducen del hecho de que z, (z 2 + z, 3 ) = Z[Zt+Z|Z 3 para 
cualesquier numeros complejos z l ,Z 2 ,Z 3 - 

Veamos la condicion v. 

(y,x) = y,Xj + y 2 x 2 +.... + y n x n 
= + y 2 x 2 +....+ y n x n 

= y,^i +y 2 x 2 +■■■■+ y n x„ 

= y^i + y 2 *2 +••■■+ y n *n 

= xjy + x 2 y 2 +....+ x n y n = (x,y). 

La condicion vi se deduce inmediatamente. 

Para vii tenemos: 

(x,ay) = (ay.x) = (ay,x) = a( y, x) = a(x,y). 
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EjempIo3 


En M 3x2 si 



\i 

a i2 


b n 

b 2l 

A = 

a 2l 

a 22 

y b = 

h n 

b 22 


_ a n 

U 32_ 


Pn 

b 32_ 


entonces puede definirse un producto interno como: 

( A,B ) = a u b n + a l2 b v + a 2l b^ l + a 22 b 22 + a 2l b 2l + a i2 b 32 . 

EjempIo4 

En Cj h y espacio de funciones continuas de variable real en el intervalo [a,b ], se 
define: 

if, 8 ) = f fit) git ) dt. 

J a 

El anterior es un producto interno ya que: 

i (/,/) = J f 2 (t) dt > 0. Del calculo sabemos que si li e C[„b] y h>0 

r b r b 

sobre [a,b], entonces h{t)dt> 0. Ahora, si h(t) dt= 0, entonces 

J a J a 

h = 0 sobre [a,b]. Con esto se prueban i y ii. 

Las propiedades de las integrales definidas permiten deducir Hi a vii. 

En este espacio trabajamos con escalares reales, luego las propiedades se dan en la 
misma forma que cuando se trabaja con el producto escalar. 

Ejemplo5 

En C 2 sean x = (3 + 2 i, 7 - 4i) e y = (1-i, 2 + /); entonces 

(x,y) = (3 + 20(1 + 0 + (7-4/)(2-0 
= 3 + 5 i + 2i 2 + 14 - 15; + 4; 2 
= 17 - 10; + 6; 2 
= 17 -10; -6 (; 2 = -1) 

= 11 - 10 ;. 
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Ejemplo6 

En Cj 01 j, sean: 

fit) = r + 3, 
g(t) = 2r - t. 

Entonces 

if, g ) = \y + 3)(2r 2 - t)dt 

= [V -0 + 6r -30* 

J 0 



10.2 Norma y ortogonalidad en un espacio vectorial 
con producto interno 

Definicion 2 

Sea V un espacio vectorial con producto interno y suponga que x e y estan en V; 
entonces: 

i. La norma (longitud) de x se denota por ||x|| y se define como: 

H = Vm. 

ii. Si x e y son diferentes de cero, se dice que son ortogonales cuando: 

(x,y) = 0. 


Ejemplo7 

En C 2 ,sea x = (2 + i, -1 + 3/). Calculemos ||x||. 

||x|| = j(x,x), 

(x,x) = (2 + /X2-0 + (— 1 + 3/)(—1—3/) = 15, 

||x|| = Vl5 . 

Ejemplo8 

En C[0,2^] las funciones sen t y cos t son ortogonales. Veamoslo. 


r 2n ^ 

(sent, cost) = sen tcost dt = — 
Jo 2 


l r 2r, 

O J 0 


sen 2 tdt = -- 


cos2f 


= 0. 
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EjempIo9 

En C [0,2;r] encontremos cosf 


ii ii i - 2 72 r 2 

||cosf|| = y]( cosr,cosf) = cos ~tdt = 


f ^ (1 + COS 2f) 


nX 


dt 


f \( sen2f 7 " ;r ^ 
- t + —-— 


v 


= V K. 


Los teoremas dados en el modulo 8 para R" se extienden a cualquier espacio 
vectorial con producto interno. 

Definicion 3 

Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea {u 1 ,u 2 ,...,u ;t } c: V. 
jiij| es un conjunto ortonormal si: 

i. (u,.,u .) = 0 para i * j. 

ii. |u,.|| = 1. 

Si solo se cumple la condicion i se dice que el conjunto es ortogonal. 


10.3 Ultima forma del problema de la base 

Dada una base S = {Vj, v 2 ,...., \ k } para un subespacio de un espacio vectorial 

con producto interno, hallar una base ortonormal B = {uj,u 2 ,...,u t } para el 
subespacio. 

El problema se resuelve aplicando el proceso de Gram-Schmidt, teniendo en cuenta 
la definicion particular del producto interno en ese espacio vectorial. 

Ejemplo 10 

Construyamos una base ortonormal en R, [-1, 1], Podemos partir de la base 

estandar {l, x, x 2 |; como todo polinomio es una funcion continua, P, [-1, 1] es 

un subespacio de C [—1, 1] y por tanto emplearemos el producto interno definido 
en funciones continuas. 

Sea u, = -p-|. 

111 = VoT) = ^J'dxj 2 = (jc| = 2>^ = V2. 
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Modulo 10: Espacios con producto interno 


1 




\\X\\ = 


= ^j(x, x ) = || x 2 dxj ^ = 


( 3 -| 1 \^ 2 

x~ 

3 




v 


3 


= v 3 - (v 3 , Uj)Uj - (v 3 , u 2 )u 2 



. A 

3 ’ 
= 0. 


Luego 


v 


3 


2 _ V2 J_ 

3 V2 


2 


X 


1 

3' 


u 3 



3yfs( 2 n_3V5(3^ 2 -l) 

Vs r 3) V8 3 


A 

3\[5 ' 



1 ). 


Por tanto, una base ortonormal en P 2 [-1, 1] es: 


B = 
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10.4 Proyeccion ortogonal en espacios vectoriales 
con producto interno 

Definition 4 

Sea H un subespacio de un espacio V con producto interno y {u 1 ,u 2 ,...,u (: } una 
base ortonormal de H. Si v e V , entonces la proyeccion ortogonal de v sobre H, 
denotada proy„ v, esta dada por: 

proy^ v = (v, uju, + (v, u 2 )u 2 +.... + (v, u*)u*. 

Definition 5 

Sea H un subespacio de un espacio V con producto interno. El complemento 
ortogonal de H, denotado por H ', esta dado por: 

H l ={x e V : (x,h) = 0 para todo h e Hj. 

Nota: los teoremas referentes a dim H x , teorema de la proyeccion y teorema de 
aproximacion de la norma, tienen restricciones cuando V es un espacio de dimen¬ 
sion infinita. Veamos que sucede en cada caso, cuando V es de dimension infinita. 

Si H es un subespacio de V de dimension finita k, entonces: 

i. H 1 es un subespacio de V de dimension infinita. 

ii. Todo vector v e V se puede expresar de manera unica como suma de dos 
vectores p y q tales que pe//yqe# ;p sera proy H v pero q no es 
proy H± v ya que esta no esta definida debido a que H 1 tiene dimension 
infinita. 

iii. El teorema de aproximacion de la norma debe tener la restriction de que H sea 
de dimension finita para poder construir proy /; v como la mejor aproxima¬ 
cion del vector v de V al subespacio H. 

Ejemplo 11 

Sea H <= P 3 [0, 1] tal que H = gen jl, x 2 J. 

Encontremos una base para H 1 . 

Sea p(x) = a 0 +a l x+a 2 x 2 +a 3 x 3 unelementode H x . 

Como p(x) debe ser ortogonal a los vectores de la base de H, entonces 
( p(x ), 1) = 0 y (p(x), x 1 ) = 0. 


132 


!Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 


Modulo 10: Espacios con producto interno 


j* 1 2 3 

(p(x), 1) = J o (a 0 + a,x + a,x~ + a 3 x )dx 


X 2 x 3 x 4 

= a„x + a. -hd,-ha, — 

u i 2 1 g J 4 


= a„ + — + — + — = 0. 


( 1 ) 


(p(x), x 2 ) = | (a 0 x 2 +a { x 3 +a n x 4 +a 3 x 5 )dx 


x 3 x 4 x 5 x 6 

— - + CL - + Cl-, - + Cl-, - 

3 4 5 6 


a 0 a , ci- ^ 

= — + — + — + — = 0. 


( 2 ) 


Debemos resolver simultaneamente las ecuaciones (1) y (2) para determinar la base 
de H 1 . 


a n + — + — + — = 0, 
2 3 4 


cir\ ci, cl", a, 

— + — + — + — = 0. 


‘ 1 X 

X X" 

operaciones elementales v 

"1 

o -X 

-xl 

_x X 

X X. 


0 

i % 

l 


J 1 1 

Luego a 0 = — a 2 + —a 3 , 

16 i 

a, = - cu - la,, 

1 15 - 3 

a, = 1 a 0 + 0a 3 , 

a 3 = 0a, + la 3 . 


Por tanto, los vectores 


f X^ 


f X l 

-% 


-1 


y 


1 


0 

, 0 J 


v 1 . 


forman una base para H 1 
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Escribiendo los vectores como polinomios de 


base para H L 


16 2 1 

— X + x~, - X 

15 4 
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3 , tenemos: 





Ejerdcios 

Modulo 10 


Categoria 

Angulo de ascenso 

Indice de dificultad 

1 

0°< 6 < 10° 

1 

2 

10°< 0 < 25° 

2 

3 

25° < 0 < 45° 

4 


Una norma dedificultad para unviajede x, millasenlacategoria 1, x 2 millasenlacategoria2y x 3 millasenlacategoria 


3 es ||(Xi,x 2 ,X 3 )|| - yjxf +2x 2 + 4x 3 , la cual se genera mediante el producto interno 

((x l ,x 2 ,x 3 ),(y 1 ,y 2 ,y 3 )) = x l y 1 +2x 2 y 2 +4x 3 y 3 . 

De los ascensos siguientes, ^cual es el mas diffcil? 


Viaje 

Categoria 1 

Categoria 2 

Categoria 3 

(en millas ) 

T, 

3 

2 

1 


t 2 

0 

6 

0 


t 3 

5 

0 

1 



En K 2 , si x = 


^x, A 


. y = 




, sea (x,y) = 2x, y, + 2x 2 y 2 . 


Demuestre que (x, y) es un producto interno. 

Con el producto interno definido en el ejercicio 1, sea x = 


'1' 

vly 


e y = 


v3y 


. Calcule (x, y) y x . 


Considere una forma de «normar» el ascenso a una montana. Los indices de dificultad son como se muestra: 


4. Sea D n el conjunto de matrices diagonales de n x n con componentes reales, si A y B e D n ; entonces se define 
( A,B ) asf: (A,B) = a n b n + a 22 b 22 +... + a mi b nn . 

Pruebe que D n es un espacio con producto interno. 
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5. 


Encuentre una base ortonormal para D n . 


6. Encuentre una base ortonormal para P, [0, 1]. 

7. En C 2 encuentre una base ortonormal comenzando con la base (1, i), (2 — i, 3 + 2i). 

8. Si A = ( ay) es una matriz real de n x n, la traza de ,4, que se escribe trA, es la suma de los componentes de la diagonal 
de A: tr A = a n +a 22 +...+ a m . En M nn se define (A,B) = tr (AB'). 

Demuestre que con esta operacion M m es un espacio con producto interno. 

9. Encuentre una base ortonormal para M 22 . 

10. En P 3 [0,1], sea W el subespacio de P 3 con base B = jc 2 |. Determine una base ortonormal para W. 



Ejercicios del modulo 10 




Un caricaturista emplea computadores y algebra lineal para transformar la imagen y dar la sensacion 
de movimiento a la figura que dibuja. En la figura, la imagen de la izquierda se trasforma en la de 
la derecha, haciendo una transformacion que consiste en multiplicar cada punto (vector) de la 
figura inicial por una matriz A (T(x) = Ax). 


Capftulo 3 

Transformacbnes 

lineales 


Contenido breve 


Modulo 11 

Definiciones, ejemplos y algebra 
de las transformaciones lineales 

Ejercicios 
Modulo 11 

Modulo 12 

Propiedades de las transforma¬ 
ciones lineales. Nucleo e imagen 

Ejercicios 

Modulo 12 


Presentaci6n 


El concepto de funcion es uno de los mas importantes en matematicas. En particu¬ 
lar, uno de los objetos principales del algebra lineal es el analisis de las funciones 
lineales definidas entre espacios vectoriales de dimension finita. Estas funciones 
reciben el nombre de transformaciones lineales y son de gran aplicacion en multi¬ 
ples problemas de las ciencias ffsicas, naturales y sociales y en economfa. 

Nuestros ejemplos principales van a ser funciones de M" en E”' que estan asocia- 
das con matrices. 

Como resultado fundamental del capftulo vamos a asociar a cada transformacion 
lineal definida entre espacios vectoriales de dimension finita una matriz de transfor¬ 
macion; este hecho lo hemos destacado como el tercer problema basico del algebra 
lineal. 


Modulo 13 

El problema de la representation 
matricial de las transformacio¬ 
nes lineales 

Ejercicios 

Modulo 13 

Modulo 14 

Isomorfismos o transformacio¬ 
nes lineales invertibles 

Ejercicios 

Modulo 14 

Modulo 15 

Isometrfas 


La asociacion de las transformaciones lineales con sus respectivas matrices de 
transformacion nos permite estudiar estas funciones a traves del algebra matricial. 


Ejercicios 

Modulo 15 










Modulo fl 

Definiciones, ejemplos y algebra 
de las transformaciones lineales 

Contenidos del modulo 


11.1 Definition y ejemplos de transformaciones lineales 

11.2 Algebra de las transformaciones lineales 

11.2.1 Suma y producto por un escalar 

11.2.2 Composition de transformaciones lineales 

Objetivos del modulo 



Para una matriz fija A mxn , a cualquier vector 
x de R". le corresponde un vector /lx de 

R m . Esta correspondencia definida por el 
producto matricial /lx es el principal ejemplo 
de una transformacion lineal, cuya definicion 
actual se debe al matematico italiano 
Giusseppe Peano (1858-1932). 


1. Establecer funciones entre espacios vectoriales que preservan las operaciones 
de suma y producto por un escalar. 

2. Ilustrar las transformaciones lineales en los espacios vectoriales mas usuales: 
M", P , M mn y C [aM . 

3. Aprender el manejo algebraico de las transformaciones lineales. 

Preguntas basicas 


1. yQue es una transformacion lineal? 

2. yToda funcion lineal es una transformation lineal? 

3. ^Cualquier transformation T : R" —» R'" tal que T (x) = Ax es lineal? 

4. yComo se suman transformaciones lineales? 

5. ('.Como se realiza la operation producto por escalar con transformaciones lineales? 

6. ( ',Son las operaciones de suma y producto por un escalar cerradas en el conjunto 
de transformaciones de V en W? 

7. ( Como se realiza la composition de transformaciones lineales? 


Introduction 


De los cursos anteriores de matematicas sabemos que una funcion f consta de dos 
conjuntos A y B y una regia f(x) que asigna a cada elemento de A un unico 
elemento de B. El conjunto A se llama dominio de / y B codominio de /. Escribimos 
/ : A—> B para indicar que/ es una funcion del conjunto A en el conjunto B. 

Por lo general, se ha trabajado con funciones donde el dominio es el conjunto de 
numeros reales E y el codominio es algun subconj unto de R. Un tipo especial de 
estas funciones son las llamadas funciones lineales , ya que la grafica de la funcion 
es una linea recta. 



Vea el modulo 11 del programa 
de television Algebra Lineal 

\ _ ) 
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Queremos destacar dos propiedades que poseen algunas funciones lineales, las 
rectas que pasan por el origen, esto es, / : K. —> R, fix) = mx, donde m es la 
pendiente de la recta. Veamos que: 

1. f(x j + x 2 ) = m{x j + x 2 ) = mx l + mx 2 = f{x + f{x 2 ). 

2. f(ax) = m(ax) = a(iwc) = a f(x). 

Es decir, la funcion/ transforma «sumas en sumas» y «productos por escalares en 
productos por escalares». Geometricamente esto se ve en la siguiente figura: 



Nos proponemos hacer una generalizacion algebraica de este tipo de funciones, 
donde tanto el dominio como el codominio son espacios vectoriales. Aestas funcio¬ 
nes las llamamos transformaciones lineales. Mostraremos ademas que el conjunto 
de las transformaciones lineales de un espacio vectorial V en un espacio vectorial W 
es cerrado a la suma y al producto por un escalar. Es decir, el conjunto de transfor¬ 
maciones lineales de V en W tiene estructura de espacio vectorial. 
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11.1 Definicion y ejemplos de transformaciones 
lineales 

Definicion 1 

Sean V y W espacios vectoriales y sea T una funcion cuyo dominio es V y cuyo 
codominio es W (T : V —> W). Se dice que T es una transformation lineal si: 

a. Para todo x, y elementos de V 
T(x + y) = T(x) + T( y). 

b. Para todo x e V y aeR(oaeC) 


T (ax) = aT(x). 

A las transformaciones lineales tambien se les llama operadores lineales. 

Una transformacion lineal es, entonces, una funcion entre dos espacios vectoriales 
«que preserva las operaciones de espacio vectorial». Es decir, la imagen de la suma 
de dos vectores del dominio es la suma de las imagenes de cada uno de los vectores 
y la imagen del producto de un vector del dominio por un escalar es el producto de 
la imagen del vector por el escalar. Graficamente es como se representa en la figura 
11 . 1 . 



Figura 11.1 






Escuche la biografia de Giusseppe 
Peano en su multimedia de 
Algebra Lineal 






Ejemplo 1 


La funcion / : R —> K, tal que / (x) = mx analizada en la introduccion, es una 
transformacion lineal. 





Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «Grafica de una 
transformacion lineal» 

V_/ 
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EjempIo2 


Sea T : K —» K. tal que T (x) = mx + b, donde m y b son numeros reales y b # 0. 
Demostremos que T no es una transformacion lineal. 

Solution 

Veamos si se cumple el primer requisito: 


r(x + y) = m (x + y) + b = mx + my + b. 

T(x) + T( y) = (mx + b) + (my + b) = mx + my + 2b. 


( 1 ) 

( 2 ) 


Podemos observar que (1) ^ (2) y, por tanto, no se verifica la condicion a de la 
definition. En consecuencia, T no es lineal. 

Las funciones correspondientes a los ejemplos 1 y 2 son lfneas rectas. Sin embargo, 
la recta dada en el ejemplo 2 no es una transformacion lineal; la diferencia entre ellas 
es el termino constante; en el ejemplo 1, donde el b es cero, hay linealidad; si b # 0 
como en el ejemplo 2, no hay linealidad. En conclusion, las unicas rectas que repre- 
sentan transformaciones lineales son las rectas que pasan por el origen. 


Ejemplo 3 


Sea A una matriz m x n y T : M" —> M“ una funcion tal que T (x) = Ax. Veamos que 
T es lineal. 

a. 7Xx + y) = A(x + y) = Ax + Ay = T(x) + T( y). 

b. T (ax) = A(ax)= a(Ax) = aT(x). 

De a y b concluimos que T es una transformacion lineal. 

A la funcion f A : M' ! —>• M"‘ tal que f A (x) = Ax con A una matriz m xn se le llama 
funcion inducida por A. 

Mas adelante veremos que no solo T(x) = Axes una transformacion lineal, sino 
que toda transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimension finita se 
puede representar mediante una matriz. 

Ejemplo 4 


3 2-1 

Sea A = , T : M 3 —> M 2 tal que 

- 10-2 4 



x 


y es la funcion inducida por A. 


-1 0 - 2 . 
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3x + 2 y - z 
-x -2 z 


es una transformacion lineal. 


Ejemplo5 


Sea A = 


cos <9 
sen <9 


-sen <9 
cos# 


Entonces f gira el piano K 2 alrededor del origen un angulo #(figura 11.2). Veamos 
por que: 



Figura 11.2 


Sea v = 


\yj 


un vector en el piano xy. Supongamos que v se gira un angulo # en 


sentido antihorario. Sea v' = 


y) 


el vector rotado, el cual no cambia su magnitud al 


ser transformado, Ivl = Iv'l = r. Entonces 


x=rcosa, x' = r cos (a + 8). 

y = rsena, y' = r sen (a + 9). 


Calculando /a( v ) - _ 


cos # 

-sen# 


sen# 

cos# 



Av = 


JTCOS 6 

xsen 6 


-y sen# 
ycos# 


r cos a cos# 
r cos a sen# 


- r sen a sen# 
+ r sen a cos# 


rcos (« + #) 


x' 

rsen(« + #) 


y'_ 
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Capitulo 3: Transformaciones lineales 


EjempIo6 

Un fabricante produce tres artfculos diferentes para lo cual requiere dos materias 
primas. La tabla 11.1 nos muestra el numero de unidades de cada materia prima que 
se requieren para la elaboracion de cada artfculo. 


Tabla 11.1 


^s^articulo 
rrunN. 
primas \ 


*2 


M, 

2 

1 

2 

m 2 

1 

2 

3 


Si se necesita producir cierta cantidad de los artfculos A p A„ A 3 debemos preguntar- 
nos: ^cuantas unidades de las materias primas M y M, se requieren? 


Se define un vector de produccion p = 


, donde a , a„ a , denotan las cantidades 


que se deben producir de los artfculos A , A„ A , respectivamente. 


Similarmente, definimos m = 


n \ 

nii 


donde m l y m 1 denotan las cantidades de las 


materias primas M y /V/, requeridas para la produccion. Luego 


m, = 2a, +a 2 + 2a 3 , 
m 2 = flj + 2a, + 3a 3 , 


lo cual en forma matricial lo escribimos como 





a x 



‘2 

1 

2 

0*2 


n\ 

1 

2 

3 



m 2 




U 3 




o tambien 

Ap = m. 

La funcion inducida por A es tal que dado un vector de produccion p, lo transforma 
en un vector de materia prima m. Asf que m = 7 (p). 


La ecuacion matricial planteada tiene la forma Ax = b, que es la expresion matricial de 
un sistema de ecuaciones lineales, donde A esunamatriz mxn, x e IR" y bel". 
Cuando se trata de resolver el sistema de ecuaciones lineales, debe hallarse x cono- 
cidos A y b. En el ejemplo, el enfoque es diferente; aca la ecuacion Ax = b «dice»: si 

se tiene un x de R" podemos encontar be K” tal que b = T(x). 
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Modulo 11: Definiciones, ejemplos y algebra de las transformaciones lineales 

Ejemplo7 

Sea D : P„ — > P„_, talquepara / e P n , D(f ) = /'. Como (f + g)' = f' + g' y 

( af)' = af, ya que/y g son funciones polinomicas, las cuales son diferenciables, 
entonces D es una transformacion lineal y se llama operador diferencial. 

Ejemplo8 

Sea L: C[a,b] —>K definida por L(f) = f f(x)dx. Entonces, si / y g estan en 
C[a,b ]: 

a- f (f + g)(x)dx=\ (f(x)+g(x))dx= f f(x)dx + f g(x) dx 

J a J a J a J a 

L{f + g)= L(f) + L(g). 

b. f ( af){x)dx- f a(f(x))dx= a f f(x)dx 

J a J a <J a 

L (af) = a L(f). 

Por tanto, L es lineal y se llama operador integral. 

Ejemplo9 

Sean V y Wespacios vectoriales y T: V —>W una transformacion tal que T(x) = 0 
para todo v que pertenece a V 

Entonces 

r(Vi + v 2 ) =0 = 0 + 0 = J(Vj) + T(v 2 ) y T(ax) = 0 = «0 = aT (v). 

Luego la transformacion es lineal y se llama transformacion cero. 

Ejemplo 10 

Sea V un espacio vectorial. Definamos / : V —» V una transformacion tal que 

/(v)= v para todo ven V. Es evidente que esta transformacion es lineal y se 
denomina transformacion identidad u operador identidad. 

Ejemplo 11 

Sea T: M m „-»M nm talquepara A, T(A) = A r . Como (A + B) T =A T +B T y 

mx.n 

(a A)' = a A 1 , T es lineal y se llama operador de transposicidn. 
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Ejemplo 12 

Sea T: M 22 —» M 22 definida por: 


' ' a 


f 1 

°) 

a 

b ) 

\ c <*1 


-1 

2j 


dj 


Veamos que T es una transformacion lineal. 
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'a + e 

b+f Y 

lv c d ) 

,8 

h e. 
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a 

b 
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a 

b 
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c 

d 


c d 

11.2 Algebra de las transformaciones lineales 

11.2.1 Suma y producto por un escalar 

Sean 7J y T 2 transformaciones lineales del espacio vectorial V en el espacio vectorial 
W; entonces 

i. Lasumade 7J y T 2 esta dada por (7J + 71,)v= r^v) + 7!,(v) para todo 

veV; es claro que 7j (v) + T 2 (v) es un elemento de W. Luego la suma es 
una transformacion de V en W. 

ii. Sea a un escalar; el multiplo escalar a'l] de 7j por a es la transformacion 
aT x : V —>W definida por {aT ] )(v) = «(r,(v)). 


n. 


a 


a b 
c d 


f aa ah'] 


" 1 

0 " 

aa 

ab 

ad) 


-1 

2 

ac 

ad 
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Teorema 1 

Sean T x y T 2 transformaciones lineales entre los espacios vectoriales V y IV; 
entonces, 7’ + T 2 y dl\ son transformaciones lineales de V en W. 

Demostracion 

Sean Vj, v 2 e V y sean a x y a 2 e R. Entonces 



= r 1 (v 1 )+r 1 (v 1 ) + r 2 (v 1 )+r 2 (v J ) 

= (^(v,) + T 2 (y x )) + (r,(v 2 ) + r 2 (v 2 )) 
= (T x +r 2 )(v 1 ) + (?; +r 2 )(v 2 ). 


Ahora, 


(E, +r 2 )(av 1 ) = 7’ 1 (av 1 ) + T 2 (a\ x ) 


= «7’ 1 (v 1 )+ or^Cv,) 
= a(T I (v 1 )+r 2 (v 1 )) 
= a{{T x +7’ 2 )v 1 ). 


Luego 7’ + T 2 es una transformacion lineal. 

La demostracion de que aT x es una transformacion lineal se deja como ejercicio. 

11.2.2 Composicion de transformaciones lineales 

Sean U, V y W espacios vectoriales, T 2 :U —> L y 7\: V —> W transformaciones 
lineales. La composicion de 7\ con T 2 es la transformacion 7’ o : U —> W 
definidapor 7’ o T 2 (v) = T t (T 2 (v)) paratodo vet/ (figura 11.3). 


7) 0 7/ 



Figura 11.3 
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Teorema 2 

Sean U,V,W espacios vectoriales, T 2 : U —>V y : V —> W transformaciones 

lineales; entonces, la transformacion 7’ o T 2 : U —> W es una transformacion 
lineal. 

Demostracion 

Sean v, y v 2 elementos de U y a e R. Entonces 

i. T t o T 2 (Vj+v 2 ) =T 1 (r 2 (v 1 +v 2 )) 

= r, (r 2 (v,)+r 2 (v 2 )) 

= r, (r 2 (v 1 ))+ r, (r 2 (v 2 )) 

= T t o T^OJ + 7; o T 2 (v 2 ). 

ii. r, o 7; (aVj) = T t (T 2 (a\ t )) 

= T t («r 2 (v,)) 

= (r 2 (Vj)) 

= a(7^ o r^CVj)). 

De i y ii concluimos que 7, o 7, es una transformacion lineal. 

La composicion T o T suele escribirse T 1 . En forma semejante, se escribe T' en 

vez de T 2 o T. Tambien se define T' como T y T" como I, la transformacion 
identidad. 

Ejemplo 13 

Sean 7j: P, —>P, definidapor (a+bx+cx 2 ) = b+cx, T 2 \ R, —>P, definida 
por T 2 (a + bx+cx 2 ) = c-ax. Evalue T t + T 2 y 57’. 


(7J + T 2 )(a +bx+ cx 2 ) = T l (a + bx+cx 2 ) + T, (a + bx + cx 2 ) 
= (b + cx) + (c-ax) 

= (b + c) + (c-a)x. 

(5T l )(a+bx+ cx 2 ) = 5 (7| (a + bx + cx 2 )) 

= 5 (b + cx) = 5b + 5cx. 
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Sean T 2 :R 2 -> R 3 y T { \I 


transformaciones lineales definidas por: 


/ \ 


' x+y' 

X 

= 

x-y 



\ J 


y T t 


/ \ 


' x— y N 

X 


x + y 

y 


x+z 

y 


v 2z , 


Determine 7j o T 2 


H 

, t x o r 2 


W 


lyj 


T 1 ° T 2 


= T x 




v v 4 yy 


= T t 


^ 6 ^ 


v 4 y 


4 

10 

v8y 


° T 2 


/ \ 


f 

/ \\ 



X 

= T t 

T 

1 2 


= r, 

x—y 

= 



V 



2 /T 

\ ^ J 



' x+y-x+y ' 
x+ y + x-y 
x+y + 2x 
4x 


' 2y > 

2x 

3x + y 
V 4 * y 
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Ejepdcios 

Modulo 11 


En los ejercicios 1 a 4 determine cuales de las siguientes transformaciones T : 

1. T(x, y) = 3x + y. 

2. T(x, y ) = x 2 - y. 

3. T(x,y) = y. 

4. T(x, y) = 2. 


En los ejercicios 5 a 8 determine cuales de las siguientes transformaciones T : I 

5. T(x, y) = (x,0). 

6. T(x,y) = (l,y). 

7. T(x, y) = (x 2 ,y 2 ). 

8. T(x, y) = (xy, x+y). 

En los ejercicios 9 a 11 determine cuales de las siguientes transformaciones T : 


9. T(a 0 +a l x + a 2 x 2 ) = a 0 +a t x 2 +a 2 x 2 . 

10. T{a 0 + a l x + a^x 2 ) = (a 0 +a l )x-(2a l +a 2 )x 3 . 

11. T(a 0 +a l x+a 2 x 2 ) = a t a 2 +3 a 0 a~,x 2 -x 3 . 

Determine si las transformaciones dadas en los ejercicios 12 a 20 son lineales. 


12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 
17. 


T : —> R dada por T 


T : —> R dada por T 


a b 
c d 

a b 
c d 


= ad - be. 


= a + b + c + d. 


T : M nn —> R dada por T(A) = a u +a 22 +... + a ml . 

T : M nn R dada por T (A) = a u a 22 ...a nn . 

T : M nn -> R dada por T(A) = det A. 

T : R" —> R dada por T(x t , x 2 ,...,x n ) - a t x t +a 2 x 2 +... + a n x n , con a l ,a 2 



2 R son lineales. 


2 —> R 2 son lineales. 


P, —> P 3 son lineales. 


,..., a n constantes dadas. 
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18. T : C[0, 1] — > R dada por T(f(x)) = f(x — 1). 

19. T :C[0, 1]—»R dada por T(f(x)) = f(x) + 1. 

20. T:C [0, 1] —» R dada por T{f) = /(1). 

En los ejercicios 21 y 22 se describe geometricamente una transformacion T : R 2 —> R 2 . Defina analfticamente la transfor- 
macion y muestre que es lineal. 

21 . 


22 . 



*■ 

.v 


23. Sea B una matriz cuadrada de orden n. Considere la transformacion T —> M nxrl dadapor T(A) = AB-BA 

( B es una matriz fija de orden n). Demuestre que T es una transformacion lineal. 

24. Si T : V —> W es una transformacion lineal, demuestre que aT tambien es una transformacion lineal de V en W. 

25. Sean 7j y transformaciones lineales de R" —> R"' dadas por 7’ (x) = Ax y T n (x) = Bx. Determine: 

a. (T l+ T 2 )(x). 

b. (T t °T 2 )(x). 
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26. Sean 7j y 7’, transformaciones lineales de K’en R : dadas por: 



X 


x-y + z 


X 


-x+y 

T x 

y 

= 

y t 2 

y 

= 



x+y 



_2x-y-z_ 


z 




z 




Calcule 7 1 + 7’ 2 , 47|. 


27. 


Sean 7] : 1 


—^ 


tal que T 


X 


x-y + z 

y 

— 


x + 2 z 

z 




y t 2 -A 


—^ . 


tal que T 2 


x + y 
x-4 y 
x-y 


Determine (7’ oT n ) y (T 2 °T t ). 
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Modulo 12 

Propiedades de las 
transformaciones lineales. 
Nucleo e imagen 

Contenidos del modulo 

12.1 Propiedades de las transformaciones lineales 

12.2 Nucleo e imagen de una transformacion lineal 



El nucleo y la imagen de una transformacion 
lineal nos muestran los ceros de la 
transformacion y el conjunto de valores que 
ella toma. 


Objetivos del modulo 

1. Estudiar las propiedades de las transformaciones lineales. 

2. Determinar para cada transformacion lineal dos subespacios: uno en el dominio, 
llamado nucleo, y otro en el codominio, llamado imagen. 


Preguntas basicas 


Sea t \ V —>W una transformacion lineal: 

1. ( ' C6mo se transforma el «cero» de V? 

2. ((Como se calcula la transformacion de una combination lineal de vectores de VI 

3. Si { Vj, v 2 ,..., V ;l j es una base de V, ^como se calcula T(\) para cualquier v e V ? 

4. ,(C6mo se determina el nucleo de 77 

5. (' Como se determina la imagen de 77 

6. ( ',Que son la nulidad y el rango en una transformacion lineal? 


Introduction 

Cuando establecemos una funcion entre dos conjuntos nos interesa saber que 
caracterfsticas particulares tiene, cuales son los ceros de la funcion y cual es el 
conjunto de valores que ella toma. En esta section estudiaremos estas propiedades 
para las transformaciones lineales. 


Vea el modulo 12 del programa 
de television Algebra Lineal 
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12.1 Propiedades de las transformaciones lineales 

Teorema 1 

Sea T :V -^W una transformacion lineal; entonces 


a 7Y0) = 0. 

b. r(x-y) = r(x)-r(y)paratodo x,yenK 

c. T(a 1 \ l +a 1 v 2 v„) = a l T(\ l ) + a 2 T(\ 2 ) +... + a n T(\ n ), siendo 

[a p a 2 ,..., a n } y {v,, v p ..., v n j conjuntoscualesquieradeescalaresy ele- 
mentos de V, respectivamente. 

Demostracion 

a r(0) = T(0x) = 0r(x) = 0. 

b. T(x—y) = r(x + (-l)y) = 7\x) + T((- 1) y) 

= r(x) + (-l)r(y) = T(x)-T(y). 

c. Razonemos por induccion sobre n: 

Si n = 2, T («! Vj +a 2 \ 2 ) = T(a t Vj) + T(a 2 v 2 ) 

= a l T(\ l ) + a 2 T(\ 2 ). 

Supongamos que la proposicion se cumple para n = k y veamos que se 
verifica para n = k+ 1. 

T(a t v, +a 2 v 2 +... + a k \ k +a k+1 \ k+l ) = 

T((a , \,+a 2 v 2 +... + a k \ k ) + a k+l y k+l ) = 

T(a I v I +a 2 v 2 +... + a k v k ) + T (a k+I v t+1 ) = 

«! r(v 1 )+a 2 r(v 2 )+...+« t r(v,)+« t+1 r(v t+l ), 

aplicando la suposicion establecida y el hecho de que la transformacion es 
lineal. 

Observation 

Es importante notar que en la parte a del teorema anterior, el cero del lado izquierdo 
de la igualdad es el cero de V y el del lado derecho es el de W. Ademas la parte c del 
teorema es una generalizacion de las partes ay b. 

En general, cuando se define una funcion de V en W, esta se especifica mediante una 
regia que asigna a cada elemento de Run unico elemento de W, ya que serfa imposi- 
ble decir para cada uno de los elementos de V cual es el asignado en W debido a que 
se trata de la asignacion de una infinidad de elementos. Sin embargo, cuando se 
trata de una transformacion lineal, es posible saber como esta definida T en todo el 
espacio vectorial V, conociendo lo que hace T a una base de V. Asi que en un espacio 
de dimension finita, es posible describir T proporcionando solo las imagenes de un 
conjunto finito de vectores. 
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Sea T : V —> W una transformation lineal de un espacio vectorial V de dimension n 
en un espacio vectorial W. Sea B = {v 1 , v,,..., v„} unabase para V; entonces, para 
veV, 7'(v) estacompletamente determinada por { T (Vj), T(\ 2 ),..., T(x n )J. 

Demostracion 


Sea veV, v = a l \ l +a 2 y 2 +... + a n \ n con a i eR, i = l,2,..., n. 

T(y)= T(a l v, +a 2 v 2 v„), y por el teorema lc, 

T(v) = a, T(Vj) + a 2 T(v 2 ) +... + a n T(v„). 

Ejemplo 1 


Sea T : R 2 —> R 3 una transformacion lineal tal que: 



r-L 


f °1 





2 




rr 

0 

y t 


zr 

2 

9 




1 




2 

VV 

-1 


V ^ J 


V V 


Los vectores 


v2y 


vly 


forman una base de R 2 , luego la transformacion esta 


completamente determinada en todo el espacio vectorial. 


Veamos como esta dada T 


'x' 


y) 



= c, 

f lA 

+ c 2 

f 2 \ 

"1 

2 : 

X 

bJ 


I2J - 

lb 

2 

1 : 

y_ 


operaciones elementales 


1 0 
0 1 




2 y — x 


2y- x 
3 

2 y — x 


2 x—y 


3 

lu 



(1) 

'2 x-y^ 


( 2) 

+ 

T 


[y 

V 3 J 


w 


f-i) 
0 

*( 2x ~ y ) 

N> O 

_ ^ 

_ 1 

' x -2y' 
4x-2y 

UJ 

l 3 J 

1-iJ 

3 

v -4* + 5y. 


2y-x 

3 

2 x-y 
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En particular. 




' 2^ 


0 

1 


T 



2 



~ 3 

-5 



V '’J 


Teorema 3 

Sea V un espacio vectorial de dimension finita con base 5={v 1 ,v 1 ,...,v„} y 
sean w p w 2 ,..., w„ n vectores en un espacio vectorial W. Entonces existe una unica 
transformacion lineal T : V —> W tal que T (v. ) = w. para i = 1,2, n. 

La demostracion de este teorema se deja como ejercicio. 


12.2 Nucleo e imagen de una transformacion lineal 

Definicion 1 

Sean V y W espacios vectoriales y T : V —» W una transformacion lineal; entonces: 

a. El nucleo de T, denotado nu T, esta dado por mi T = j v e V IT(v) = 0|. 

b. La imagen de T ? denotada imagen T, esta dada por: 

imagen T= {w sW / w = T (v), para algun v e V}. 

Teorema 4 

Si T : V —> W es una transformacion lineal, entonces: 
a El nucleo de T es un subespacio de V. 
b. La imagen de T es un subespacio de W. 

Demostracion (figura 12.1) 

a- nu7V® ya que T (0) = 0. 

Sean x, y elementos de nu T\ entonces, T (x) = 0 y T( y) = 0, 

T(x + y) = r(x) + T(y) = 0 + 0 = 0, luego (x+y) e nuT. 

Ahora, 7’(ax) = a7’(x) = a0 =0. Portanto, ax s nu T. 

En consecuencia, nu T es un subespacio de V. 

b. Sean Wj y w, elementos de imagen T, luego existen Vj y v, elementos de V 
tales que T (Vj) = Wj y T(vJ =w,; entonces, T(v 1 + v 2 )= T(v t ) + T (v 2 ) = 
Wj + w v 
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Por tanto, (w, + w ,) e imagen T. 


Ademas, aw, = aT(y l ) = T(av l ), es decir, a w, e imagen T y, enconse- 
cuencia, imagen T es un subespacio de W. 


V 


w 



imagen T 


Definicion 2 

Sea T una transfomacion lineal de V en W\ entonces: 

a. La dimension del nucleo de T, denotada v{T), se denomina mdidad de T 

b. La dimension de la imagen T, denotada p(T), se denomina rango de T. 

Ejemplo2 

Sea T : M 3 —» M 2 dada por: 

' x+2y+z N 
y -x + 3y + Z; 

\~y 


X 

y 


Determine nu T, imagen T, v(T) y p(T). 

Solucion 


Para hallar el conjunto de vectores (x, y, z) de E 3 tales que T (x, y, z.) = (0, 0), 
debemos resolver el sistema homogeneo 


x + 2y + z = 0 
-x + 3y + z = 0 


1 

2 

f 

operaciones elementales v 

1 

0 

1/5" 

-1 

3 

1 


0 

1 

2/5 


x = -l/5z 
y =-2/ 5z 

z = z 


Si z = 5, x = -1, y = -2. 
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Luego una base para nu T = 


-2 

v5y 


y nu T = gen 


-2 

v5y 


La dimension de nu T es 1; v(T) = 1. 


Sea 


A 


tal que 


\ b J 


imagen T, luego 




' x + 2y + z ' 

A 


K -x + 3y + Z; 


1 2 

1 | a 

-i 3 

1 b 



X 

= - (3a 
5 


operaciones elementales 


“1 

0 

y 5 ! 3a-2b 



! 5 

0 

1 

% a + b 



i 5 


3a-2b 1 

x =-z 

5 5 

a + b 2 

y =-z 

5 5 

z = z 


y = — (a + b-2z), 
5 


z = z. 


Asf que para cualquier elemento 


A 


de M 2 se puede encontrar una terna 




de 


M 3 dando a z cualquier valor y determinando x e y como se indica en la solucion del 
sistema. Luego imagen T = M 2 y p{T) = 2. 


Una forma de ver la accion de una transformacion lineal consiste en hallar las image- 
nes determinadas por T sobre figuras geometricas tales como polfgonos o cfrculos. 


Ejemplo3 


Sea T definida por T 
de vertices (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). 


fx> 


"1 

-\ 

fx'] 



2 

0 



Halle la imagen debida a T, del cuadrado 


Solucion 


Se hallan las transformaciones de los vertices. Como los lados del cuadrado son 
segmentos de recta, la imagen del cuadrado resulta de unir las imagenes de los 
vertices mediante segmentos de recta. 
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f0> 

f°' 


(0\ 




fiA 



f°l 

T 

= 


, T 

= 


, T 

= 

L T 


= 



loj 

A 



, 0, 


loj 

Iv 

Jy 


,2, 


Graficamente podemos ilustrar esto as! (figura 12.2): 


i 

( 0 , 1 )' 


( 1 , 1 ) 


( 0 , 0 ) 

( 1 , 0 ) 



Figura 12.2 

Ejemplo4 

Muestre que T : M 3 —» M 3 definida por: 



M 


a 0 0 


X 

T 

y 

= 

o 

o 


y 


V Z , 


0 0c 


z 


transforma la esfera x 1 + y 2 + z 2 = R 2 en un elipsoide. 

Solution 



M 


^ ax 



T 

y 

= 

by 

= 

y’ 


, z . 




< Z j 


(ax) 2 t (by) 2 


(cz) 2 2 2 n- 

+ —5—= x + y +Z = R . 


A1 dividir entre R 1 se obtiene 


(aR) 2 + (bRf + ( cR) 2 

que es la ecuacion del elipsoide que se ilustra en la figura 12.3: 
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Sea T : M nn —> M m tal que T (A) = A T + A. Pruebe que T es una transformacion 
lineal y determine nucleo e imagen. 

Solution 

T es lineal ya que: 

T(A + B) = (A + B) t + (A+B) 

= A r + B t + A + B = {A t + A) + (B t + B) = T(A) + T(B). 

T{aA) ={aA) T +aA =aA T +aA = a(A T +A) = aT(A). 

Determinemos el nucleo de T. 

nu T = 1 A : A T +A = 0, ,} 

Uxn Hj 

A r + A = 0 (Bxn) <=> A T = -A. 


Portanto, nu7’ = < A : A es una matriz antisimetrica >. 

l«xn J 

La imagen T esta dada por: 

imagen T = (C : C = A r + a] . 

Veamos que conjunto constituye la imagen T. 

C T = (A t +A) t = (A t ) t + A r = A + A t =A t +A = C. 
Esto es, imagen T = j C : C es una matriz simetrica . 
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Ejepdcios 

Modulo 12 


En los ejercicios 1 a 7 encuentre nucleo, imagen, rango y nulidad de la transforrmacion lineal dada: 





X 


x + y 

1. 

T: R 2 -> R 2 ^ 

T 


= 





y_ 


x-y. 






x + y 




X 



2. 

T : R 2 —> R 3 > 

T 


= 

5x+5y 




y. 








. 




X 


x + y 

3. 

T : R 3 -> R\ 

T 

y 

= 

x + z 




z 


y + z 


4. T : P 3 —> P 2 , T(a 0 + a { x + a 2 x 2 + a 3 x 2 ) = a 0 + a t + a 2 x + a 3 x 2 . 

5. T:P 2 ->P 3 , T(p) = xp. 

6. T : M 3x3 K, T(A) = t r A. 

7. r:C[0,l]^R, T(f) = f( 1). 

8. Sea D : P —> P (P es el espacio vectorial de todos los polinomios) dadapor l)(p) = p' (la derivada del polinomio 
p). Describa el nucleo de D. 

9. Sea T : R 2 —» K 2 la transformacion lineal tal que T (1, 1) = (0, 0) y T( 0,1) = (1,1). Demuestre que tanto el nucleo 
como la imagen de T son rectas en el piano xy que pasan por el origen. Encuentre las ecuaciones de estas rectas. 

10. Sea T : M 3 —» M 2 una transformacion lineal tal que 7 (1. 1, 0) = r(0, 2,1) = (0, 0) y T(— 1, 2, 4) = v * 0. Demuestre 
que el nucleo de T es un piano en R 3 que pasa por el origen. Encuentre su ecuacion. 

11. Sea T : R" —» R'" la transformacion lineal 7YX) = ,4X. dondc A es una matriz m x n. ^Que relacion guardan el nucleo 
de T y el espacio solucion del sistema homogeneo de ecuaciones lineales AX = 0? 
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12 . 

13. 

14. 

15. 


0 1 
0 0 


Sea T : M lx2 —> M 2x2 la transformacion lineal T (A) = AB - BA en donde B = 

Encuentre una transformacion lineal T de M 3 —>M 3 talque mi T = Ux,y,z): 2x-y + z = 0}. 
Demuestre el teorema 3. 


. Describa el nuclei) de T. 


Muestre que T :R : —>R 2 , definidapor T 
elipse. 




"2 

0 " 

% 

X 2 


o 

3_ 

1 _ 


, transforma el clrculo unitario x t 2 + x n 2 =1 en una 
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Modulo 13 

El problema de la representacidn 
matricial de las transformaciones 
lineales 

Contenidos del modulo 

13.1 Tercer problema basico del algebra lineal 

13.2 Matrices similares y cambio de base 


Objetivos del modulo 


1. Hallar una matriz A mxn que represente la transformacion lineal T :V —> W, con 
dimV = n y dimly = m . 

2. Establecer la relacion existente entre diferentes representaciones matriciales de 
una transformacion lineal. 

3. Mostrar las principales caracterfsticas de las matrices similares o semejantes. 

4. Estudiar las transformaciones lineales a traves de sus matrices de transformacion. 

Preguntas basicas 


1. / Como esta formada la matriz de una transformacion lineal referida a un par de 

bases? 

2. Si A r es la matriz de una transformacion referida a un par de bases B t y Zl,, 
/conio se obtiene (T( x )) l<2 ? 

3. /,Que procedimiento se sigue para hallar la matriz de una transformacion lineal 

T : V —> W referida a las bases B ] y B 2 de V y W, respectivamente? 

4. Si A y B son representaciones matriciales de la transformacion lineal T, /,que 
relacion hay entre A y B2 

5. ( ',Que propiedades tienen las matrices similares? 

Introduccion 


En el ejemplo 3 del modulo 11 vimos que una matriz induce una transformacion 

lineal de M" en R™ dadapor T(x) = Ax. Cuando T tiene esta forma, el nucleo 
de T es el nucleo de A, y la imagen de T, formada por los vectores y = Ax para algun 



Podemos estudiar las transformaciones 
lineales a traves de sus matrices de 
transformacion. 



Vea el modulo 13 del programa 
de television Algebra Lineal 


\ _ J 
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Capftulo 3: Transformaciones lineales 

xe!', sera el espacio columna de A, ya que y es una combination lineal de las 
columnas de A. Estas coincidencias entre el nucleo y la imagen de T con el nucleo y el 
espacio columna de A permiten estudiar la transformation a traves de la matriz A. 

En esta section veremos que cualquier transformation lineal definida entre espa- 
cios vectoriales de dimension finita se puede expresar en la forma T(x) = Ax, 
donde A es la matriz que representa la transformation. 
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Modulo 13: El problema de la representacion matricial de lastransformaciones lineales 


13.1 Tercer problema basico del algebra lineal 

Dada una transformation T : V —> W , con dim V = n y dim W = m, hallar una 
matriz A de m x n que represente a T. 

Resolveremos primero el problema para T : R" —> R m y luego lo extenderemos a 
espacios V y W de dimensiones n y in, respectivamente. 

Teorema 1 

SeaT : M" —» IRuna transformacion lineal; entonces, existe una unica matriz A 
de m x n tal que T(x) = Ax, para x en R". 


Sea x = 


un vector de R"; entonces 


x c 1 c 1 + c 2 c 2 +... + c n e n , 
de modo que: 


T(x) = c 1 T(e l ) + c 2 T(e 2 ) + ... +c„7’(e„). 


( 1 ) 


Si A es la matriz cuyay-esima columna es T(eA con j = 1, n, entonces: 


Ax=[7’(e 1 )r(e 2 )...7’(e„)] 


= qrte,) + c 2 r(e 2 ) + ... + c„r(e n ) = r(x). 
De (1) y (2) tenemos que 


( 2 ) 


T(x) = Ax. 

Ahora mostraremos que T es unica. Suponga que B mxn tambien cumple que 
r(x) = Bx para x e R". 


Si x = e, = 


o 

l 
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T(e.) = Ae, = Col, (A) 
= Be, = Col, (B) 


luego las columnas de A y B coinciden, por lo cual A = B. 

Lamatriz A = [7'(e 1 )7'(e 2 )... T(e n )] es la matriz de la transformation referida a la 
base estandar o canonica. 

Ejemplo 1 

Sea T = M 3 —» R 2 una transformacion lineal definida por: 


fx) 


x+ y 

y 

= 


y-2z 





Encontremos la matriz A que representa la transformacion referida a las bases estandar 


r(e,) = T 


0 

vOy 


T(e 2 ) =T 


T(e 3 ) = T 


1 

vOy 

0^1 


v!y 


' 1+0 " 


T 

0-2.0 


0 

" 0 + 1 " 


T 

1 - 

K> 

O 

i _ 


l 


" o+o " 


" 0 " 

i 

O 

1 

to 

1_ 


-2 


= Col, (A), 


= Cob (A), 


= Col 3 (A). 


Por tanto. 


A = 


Asf que: 


1 1 0 

0 1 -2 


fx] 





X 





"1 1 

0" 




x+y 

y 

= 




y 

= 


0 1 

-2 



y-2 z 




z 



Teorema 2 


Sea T :V —» W una transformacion lineal de un espacio vectorial V de dimension 
n en un espacio vectorial W de dimension m y sean 5, = {vj,v 2 ,...,v„} y 
B 2 = }w,,w 2 ,...,w„} bases de V y W respectivamente; entonces, existe una unica 
matriz A Tmxn talque: 
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(7Xx)) B2 =A T (x) Br 


Modulo 13: El problema de la representacion matricial de lastransformaciones lineales 


Demostracion 


Si x e V, x = CjVj + c 2 v 2 + ... + c n v„, o sea que (x) Bj = 

Sean: T (vj = y„ T(v 2 ) = y 2 ,...,T(v„) = y„ y 

4 =[(y 1 ) B , (y 2 ) B , -(y„) B J- 


Ahora, 



fl> 


r°i 

<>,)«. = 

... o 

a 

II 

... o 




UJ 


Entonces, 

4 ( v i)«, = (y,),^ 

4 ( x )b, = [(yi)s 2 (y 2 ) B2 - (yJsJ 


= c 1 (y,) B2 + c 2 (y 2 ) B2 +...+ c„(yj g2 


(i) 


De otro lado. 


T(x) = 7’(c 1 v 1 +c 2 v 2 +... + c n \ n ) 

= c 1 r(v 1 ) + c 2 r(v 2 ) + ...+ c„r(vj 
= C iyi +c 2 y 2 + ...+ c„y„, 


de manera que 

[7Xx)] B 2 =c 1 (y 1 ) fl2 + c 2 (y 2 ) B2 +...+c„(y„) B2 . (2) 

De (1) y (2) concluimos que: 

[T(x)] B2 = 4( x ) Bi - 


La unicidad de la matriz A T se demuestra igual que en el teorema 1. 
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Definition 1 

Sean V y W espacios vectoriales con bases B l = {Vj,v 2 ,...,v n } y 
B, = {w 1 ,w 2 ,...,w m }, respectivamente,y T:V —>W una transformacion lineal tal 
que = A T (x) B . Alamatriz A r la dcnominamos matriz de la transforma- 

cidn referida a B t y B 2 o representation matricial de T con respecto a B l y B 2 . 

La solution al tercer problema basico del algebra lineal esta dada en el procedimien- 
to desarrollado en la prueba del teorema 2. 

■ Procedimiento para hallar la matriz de una transformation lineal T:V — » W 

referida a las bases /i, de V y B 2 de W 

Sean: B, = {v p v 2 ,y B 2 ={w„w 2 ,...,w m }. 

Pasol. Encontrar r(Vj), 

Paso 2. Expresar r(V[), T(\ 2 )...T(\ n ) en B 2 . 

Para ello hacemos lo siguiente: 

[w p w 2 ,...w,„ ! T(\ t ) T{\ 2 ),...,T{y n )] 

operaciones elemental | I j (T ( Vj )) B (T( V 2 )) & ... (T ( V„ )) R J . 

Paso3. Lamatriz \ = [(7’(v 1 )) a (7\v 2 ))^ ... (7\v„)) s J. 

x ---► T(x) 

j 

-►[n x )]«, = ^r( x )«j 

Figura 13.1 

Lafigura 13.1 proporciona una interpretation grafica de la ecuacion 
(T(x)) B2 = A t (x ) b donde se muestra que las transformaciones lineales 
podemos trabaj arias con matrices. 

Ejemplo2 

Sea T : R 3 —» R 2 la transformacion lineal definida en el ejemplo 1 y sean: 


[ x 


B l ={VpV 2 ,v 3 } y B., ={w p w 2 } basesde R 3 y R 2 , respectivamente,con 


T 


‘ 0 " 


T 




0 


1 


1 


1 


"2" 

, v 2 = 

, v 3 = 

, w, = 


, w 2 = 








2 


0 

1 


1 


1 
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Determinemos la matriz de T con respecto a B, y B 2 . 

Solution 


T(y t ) = 


1 

-2 


n v 2 ) = 


i 

-i 


T(v 3 ) = 


2 

-1 


Ahora expresemos estos vectores en B;. 


T(v 3 ) = 



" 1" 


r 


"2" 

= 


= OjW, +a 2 w 9 = a x 


+ a 2 



_-2_ 


2_ 


0 


" 1 “ 


T 


“2" 

— 


= b l w l +b 2 ’w 2 = A, 


+ b 2 



-1 


2 


0 


“2" 


r 


"2“ 

= 

-1 

— CjW| +c,w, — 

2 

+ c 2 

0 


Es decir, resolvemos tres sistemas lineales cuya matriz de coeficientes es la misma, 
los vectores de la base B 2 . Entonces formamos la matriz: 


[i 2 

1 1 2] 


n 0 

-1 -x -x] 



operaciones elementales 



[2 0 

-2 -1 -lj 


L° 1 

1 X xj 


Luego la matriz \ de T con respecto a B t y B, es: 


-1 -X -X 
. 1 X X. 


y 




-1 -X -X' 
1 X X 


(*)fl 


Ahora, si x = 


1 

2 

3 


T 




T 





1 1 

0 " 



‘ 3" 

2 

— 

° 1 

-2 

2 


-4 

3 




3 




empleando la matriz de la transformation referida a las bases estandar, encontrada 
en el ejemplo 1. 

Expresemos x en la base B x 
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"1 

0 

1 

j r 


"1 

0 

0 j 1 

0 

1 

1 

! 2 

operaciones elementales 

0 

1 

0 

2 

1 

1 

1 

I 3 


0 

0 

1 

0 


(T(x)), h = 

Entonces, 

T(x) = -2 


"-i -y 2 -y 2 

T 


~-2 


2 

— 


1 x %_ 



_y 2 _ 


0 




+ Yi 


3 

-4 


lo cual coincide con el valor encontrado utilizando la matriz de T referida a las bases 
estandar. 

Las matrices halladas en los ejemplos 1 y 2 son diferentes, aunque T es la misma en 
ambos casos. Mas adelante veremos que estas dos matrices estan vinculadas por 
una relacion de semejanza o similaridad. 

Ejemplo3 

Sea T : P 2 —> P,, talque T(l) = 6, T{x) = x y T{x 2 ) = x + 1. Determine: 


a. La matriz de T con respecto a las bases estandar en P 2 y P,. 

b. La matriz de T con respecto a las bases -S, = jl + x 2 , x + x 2 , 1 + x + x 2 J y 
B 2 = { 1 + x, 2-x} de P, y Pj, respectivamente. 

c. Si P(x) = 2 + 3x +x 2 , calcule T{P{x)) utilizando las matrices halladas 
en a y b. 

Solucion 


a. Expresemos las transformaciones de 1, x y x 2 como vectores coordenados 
de P,. 


7X1) = 


6 

0 


T(x) = 


T(x 2 ) = 


luego 


C T 


6 0 1 
0 1 1 


T(a 0 + a t x + a 2 x 2 ) = a 0 T(Y) + aj'ix) + a 2 T(x 2 ) 


6 

+ 

0 

+ a 2 

i 

0 


l 


i 
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6 ^q + dj 

a x + a, 

= 6 a 0 + a 2 + (a, + a 2 )x. 

b. Hallemos las transformaciones de los vectores de B [ . 

T( 1 + x ~) = 6(1) + 1 + (0 + l)x = 7 + x, 

T(x + x 2 ) = 6(0) + 1 + (1 + l)x = 1 + 2x, 

T( 1 + x + x 2 ) = 6(1) + 1 + (1 + l)x = 7 + 2x. 

Ahora expresemos estas transformaciones en B,. 


c. 



"1 2 | 7 1 7" 
1 -1 | 1 2 2 

operaciones elementales 

"1 0 j 3 % >X" 

o i j 2 -K x. 



Entonces la matriz de T con respecto a B ] 

Y B 2 es: 


A.-P K 
^ 2 -y % 




Si P(x) = 2 + 3x + x 2 , 


P = 


2 

3 

1 


T(P(x)) = A(P(x)) 




~2 



"6 0 

f 

3 


'13' 

0 1 

1 

1 


4 


= 13 + 4x. 


Ahora expresemos (P( x ))r i 


0 

1 ! 2 " 


"l 

0 

0 

-2' 



1 

i 

3 

operaciones elementales 

0 

1 

0 

-1 

, (P(x)) Bl = 

-1 

1 

i 

1 


0 

0 

1 

4 


4 


(T(P(x))) Bi 



~-2 



"3 x n A 

-1 


'7' 

.2 “X X. 



_3_ 


4 




T(p(x )) = 7(1 + x) + 3(2 - x) = 13 + 4x. 
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Teorema 3 

Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita con dim V=n y T :V—>W 
una transformacion lineal con representation matricial A r ; entonces 

i- p(T) = p(A r ). 

ii. v(T) = v(A T ). 

iii. v(T) + p(T) = n. 


La demostracion del teorema se deja como ejercicio. 

El siguiente teorema muestra otra forma de calcular la matriz de una transformacion 
lineal. Aplicando este metodo la matriz se obtiene como un producto de tres matri¬ 
ces. 

Teorema 4 

Sean V y W espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente, y 
T : V —> W una transformacion lineal. 


Si Ces la matriz de la transformacion con respecto a las bases canonicas S n y S m 
de Vy W, respectivamente, I] la matriz de transicion de B [ a S n en V, l\ la matriz 
de transicion de B 2 a S m en W y A, la matriz de la transformacion con respecto a 
B ] y B 2 , entonces 

A t = P 2 C P t . 


v T w 

x -► 1\x) 


▼ 


Ws n 

▲ 

Pi 

(*)b, 


C 


A r 


> [T(x)]s n 

Pi' 

T 

> [TTCx)]^(x)^ =Pl'CP { (x)^ 


Figura 13.2 

Demostracion (figura 13.2) 

Sea ( X ) S| ; entonces, ^( x ) Bl = (x)^, C(x)^ = (T( x ))s„- 

Ahora, como P, hace la transicion de ZL a S , PT 1 hace la transicion de S a ZL. 

7 2 2 m 7 1 m2 

Luego (T(x))^ = P 2 1 (T(x)) s , y recmplazando 
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= P-'CP, (x) 


V 


Como la matriz de transformation de B l a B 1 esunica, 

A t = P,;' C P t . 

EjempIo4 

En la transformacion T : P 2 —> P, tal que 7\1) = 6, T(x) = x y T(x 2 ) = x + l 
planteada en el ejemplo 3 encontramos: 


C T 


6 0 1 
0 1 1 


la matriz de la transformacion referida a las bases estandar. 


Aj 



la matriz de T con respecto a 8, y fi,, 


con B { = jl + jc 2 , x + x 2 , 1 + x + x 2 } y B 2 = {1 + jc, 2-x }. Hallemos ahora A T 
empleando el producto matricial establecido en el teorema 4 (figura 13.3). 


Pi T P2 

Q(x) -► T[Q(x)} 

▼ ▼ 

tewis,-^-► [r[0(Ar)]L 2 

▲ 

/>, p 2 "‘ 

a t ▼ 

[Qix)\ -► [7"[e(.v)]]« 2 

Figura 13.3 


1 

"-1 -2 

1 

"1 2" 

3 

-1 1 

~ 3 

1 -1 


L 

J 


L 


J 









"1 

0 

r 




"1 2" 

"6 

0 

f 

0 

1 

1 


"3 % 

U A~ 

1 -1 

0 

1 

1 





2 -x 

X. 





1 

1 

1 
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13.2 Matrices similares y cambio de base 

A1 construir una representation matricial A para una transformacion T podemos 
analizar T trabajando con A. Tendremos una ventaja en este hecho si A es una matriz 
«sencilla», esto es, que simplifique la manipulacion algebraica. Como bases diferen- 
tes dan por resultado matrices diferentes, la election «correcta» de una base para 
obtener una matriz A sencilla es importante. 

Ejemplo5 


Sea T = M 2 —> M 2 definida por T 

X 

= 

-2x-2y 


y_ 


-5x + y 


La matriz de T referida a la base estandar se obtiene asf: 



T 


~-2 


" 0 " 


~-2 

T 

0 

— 

-5 

y t 

l 

— 

1 


entonces 



Sea B { 



| otra base para M 2 y obtengamos la matriz de T referida a la 


base B { . 



/ 


\ 

( 

2" 

\ 

Arp - 

T 

i 


T 

-5 



V 


>B X 

\ 


>B, _ 



Y 


-4 


" 2" 


6" 

T 

l 

— 

-4 

, T 

-5 

— 

-15 


Expresemos estas transformaciones enS : 


[1 

2 ! 

-4 

6 1 


[l 

0 ! 

-4 

°1 


1 



operaciones elementales 


1 



|_1 

-5 j 

-4 

—I.5J 


L° 

1 | 

0 

3J 


La matriz de T referida a B { es 


Aj 


-4 0 
0 3 


Por el algebra matricial sabemos que, en ciertas operaciones, los calculos son mas 
faciles si las matrices son diagonales, por ejemplo: hallar inversas, calcular determi- 
nantes, hacer potencias. Estas consideraciones son relevantes cuando se trabaja 
con matrices de gran tamano. 
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No es evidente cual es la base que debemos escoger para que A T sea una matriz 
diagonal. Este problema lo resolveremos cuando abordemos el problema de la 
diagonalizacion en el siguiente capftulo. 

La pregunta que podemos resolver en este momento es la siguiente: ( : ,que relation 
existe entre las diferentes representaciones matriciales de una transformation lineal 
dada? Veamoslo para el caso en que la transformation lineal esta definida de V en V. 

Teorema 5 

Sea T : V —» V una transformation lineal con matriz A T respecto a una base B [ 
y matriz B T respecto a una base B 2 . Si P es la matriz de transition de la base B 2 a 
la base B t , entonces: 


B t = P A r P . 


Demostracion (figura 13.4) 



[7*x)W zl r />(x) fl 


Figura 13.4 


(x) B , = P(x) B2 , 

(r(x)) Si = a t (x) Bi = a t p(x) B i , 

(T(x)) B2 = P l (T(x)) Bi = p-'A T P(x) B2 . 

Como B t es la matriz de la transformation respecto a la base B 1 , entonces: 


B T = P~' A t P. 


Definition 2 

Dos matrices A y B de nxn son similares o semejantes si existe una matriz invertible 
P tal que B = P ' AP. 
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Del teorema 5 y la definicion 2 podemos establecer la siguiente proposicion: sea 
T : V —> V una transformacion lineal. Dos matrices cualesquiera que representen 
a T son similares. 

Teorema 6 

Sean A, By C matrices similares de n x n. Entonces: 

a. A es similar a A. 

b. Si A es similar a B, entonces Pes similar a A. 

c. Si A es similar a B y B es similar a C, entonces A es similar a C. 

d. Si A es similar a B, entonces det A = det B. 

e. SiAes similar a B, entonces A'” essimilara B" 1 para cualquicrcntcro positive in. 

f. Si A es similar a B, entonces A es invertible si y solo si B es invertible. En ese 
caso A -1 essimilara B ' . 

Demostracion 

a. Como A = IAI = I 1 A/, A es similar aA. 

b. Si A es similar a B, B = P ' AP, luego 

PBP~' = P(P ' AP)P~' = (PP~ 1 )A(PP~ l ) = A, 
y entonces 

A = (P- 1 ) -1 B(P l ) 
y, por tanto, B es similar a A. 

d. Si A es similar a B, B = P ' AP , entonces 

detB = det(P _l AP) = detP 1 det AdetP = det(P~'P)det A 
= det I det A = det A. 

e. Si A es similar a B, entonces B = P 'AP. 

B 2 = (P 1 AP)(P~ l AP) = P 'A(PP ')AP = P 'AIAP 
= P 'A 2 P. 


Luego A 2 essimilara B 2 . 
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Modulo 13: El problema de la representacion matricial de lastransformaciones lineales 


Aplicando induccion, supongase que A k es similar a B k , estoes, B k = P 1 A k P 
y veamos que la propiedad se cumple para k + 1, o sea: B k *' = P 1 A k *' P. 


B k+> = B k B = (P 1 A* P)B = (P- 1 A k P)(P~' AP) 

= P l A k (PP')AP = P' A k I AP = P~'A k+ 'P. 

Luego A l + I es similar a B k+> y la proposicion queda demostrada para todo entero 
positivo m. 

Las partes c y/se dejan como ejercicio. 
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Modulo 13 

Sea T : R 2 —> R 2 definidacomo T(x, y ) = (x-2y, x+2y). Sean B t la base estandar de R 2 y B' 2 = {(1,-1), (0,1)}. 
Determine la matriz que representa a T con respecto a: 

a. B l 

b. B 1 y B 2 

c. B 2 y B x 

d. B 2 

e. Calcule T (2, -1) empleando la definicion de T y las matrices obtenidas en a,b,c y d. 

2. Sea T : R 3 —» R 3 definida como T(x, y,z) = (x + 2y + z, 2 x — y, 2y + z).Sea B i la base natural para R 3 y 

B 2 = {(I, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} otra base para R 3 . Determine la matriz de T con respecto a: 

a. 

b. B l y B 2 

c. B 2 y B l 

d. B 2 

e. Calcule T( 1, 1, - 2) empleando la definicion de T y las matrices obtenidas en a, b, c, d. 


3. Sea T: M 3 —> Kr definida como T 


X 





x + y 

y 

— 

.y~ z . 

z 




. Sean B l y B, las bases naturales de 


l 3 y R 2 , respectivamente; 


ademas, sean B[ - 
de T con respecto a: 


-1 

1 

1 


y K 


-l 

l 


bases para R y R 2 , respectivamente. Determine la matriz 


a. 

b. 


c. 


B x y B 2 
B[ y B'_ 


Calcule T 


1 

2 

3 


utilizando la definicion de T y las matrices obtenidas en a y /;. 
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4. Sea T : P, —> P, definidapor T(p(x)) = xp{x) + p( 0). 

Sean B l ={l. x} y B,' = jl +x, -1 + x} bases para P L . 

Sean B, = |l, x, x 2 } y B' 2 = jl + x 2 , -1 + x, 1 + xJ bases para P,. 

Determine la matriz de T con respecto a: 

a. B, y B 2 

b. B,' y B' 

c. Determine T( 3- 3x) utilizando la definicion de By las matrices obtenidas en a y b. 


5. Sea T : Pj —» P 3 definida por T(p(x)) = x 2 p{x). Sean B, = {l, x} y B[ = {x, 1 + x} bases para Pj. Sean 
B 2 = |l, x, x 2 ,x 3 | y B 2 = jl + x, x, -1 + x 2 , x 3 J bases para P 3 . 


Determine la matriz de T con respecto a: 

a. B, y B 2 

b. B; y B' 


6 . 


Sea C = 


1 2 
3 4 


ysea T :M 22 la transformacion lineal definida por B(A) = AC-CA paraAen M 22 .Sean 


«,= 


1 0 
0 0 



0 1 


O 

O 



0 0 

’ 

1 0 



0 0 
0 1 


y B 2 = 


1 1 
0 0 



0 1 


O 

O 



0 0 

’ 

l l 

’ 


1 0 
0 1 


bases para M 22 . Determine 


la matriz de T con respecto a: 

a. B, 

b. B 2 

c. Bj y B 2 

d. B 2 y B, 

7. Sea T : HP —> M 3 la transformacion lineal cuya matriz con respecto a las bases naturales para R 3 es: 


1 3 1 
1 2 0 
0 1 1 
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Determine: 



T 


" 0 " 

a. T 

2 

b. T 

1 


3 


1 


8. Suponga que la matriz de T : R 3 —> K 2 con respecto a las bases B l ={v 1 ,v 2 ,v 3 }y B 2 ={wj,w 2 }es A = 


1 2 1 

-1 1 0 



-f 


"0" 


T 


T 

_2_ 


" 1 " 

-1 

donde Vj = 

1 

, v 2 = 

1 

• V 3 = 

0 

, w,= 

, w 2 = 


0 


1 


0 






a. Calcule (T(y 2 )) Bi , (7’(v 3 )) B2 . 

b. Calcule r(v,), T(v 2 ) y r(v 3 ). 


c. Calcule T 


d. Calcule T 


2 

1 

-1 

x 

y 

z 


9. Sea T : R 2 —> R 2 una transformacion lineal. Suponga que la matriz de T con respecto a la base B t ={v 1 ,v 2 } es 
A = 


" 2 -3" 


Y 


" 1" 


, donde Vj = 


, v 2 = 


-1 4 


2 


-1 


a. 

b. 


Calcule 170,)]^ y [7 ’(v 2 )] Bi 
Calcule r(Vj) y T(y 2 ). 


Calcule T = 


-2 

3 


10. Sea T : Pj —> P, una transformacion lineal. Suponga que la matriz de T con respecto a las bases B { = {v p v 2 } y 


B 2 = {wj, w 2 , w 3 } es A = 


1 0 

2 1 

-1 -2 


, donde Vj = 1 + x, v 2 =-l + x, Wj=l + x 2 , w, = x, w, = -I + x. 
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a. 


Calcule [rCv,)]^ y U(v 2 )]^. 

b. Calcule T(v t ) y T(v 2 ). 

c. Calcule T(l + 2x). 

d. Calcule T(b + ax). 


11. En las transformaciones lineales definidas en los ejercicios 1, 3, 5 y 7 describa su nucleo y su imagen por medio de 
alguna de sus matrices asociadas. 

12. Demuestre las partes c y/del teorema 6. 

13. Se dan parejas de matrices A y B. En cada caso muestrese que A y II no son similares. 


a. 


A = 


1 0 
2 3 



1 

2 


b. 


A = 


0 0 


7 

6 

0 



2 3 
5 6 
8 9 


c. 


A = 


2 0 
1 2 



0 

2 
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Modulo 14 \ 

Isomorfismos o transformaciones 
lineales invertibles 


Contenidos del modulo 


14.1 Transformaciones lineales uno a uno y sobreyectivas 

14.2 Isomorfismos 



Una transformacion lineal y su inversa. 
El espacio P 3 es isomorfo a M 4 . 


Objetivos del modulo 


1. Determinar cuando una transformacion lineal es uno a uno. 

2. Determinar cuando una transformacion lineal es sobreyectiva. 

3. Determinar cuando una transformacion lineal es un isomorfismo. 

4. Estudiar a traves de R." las propiedades de otros espacios vectoriales de dimen¬ 
sion n. 

5. Caracterizar los isomorfismos entre espacios vectoriales de dimension finita por 
medio de su matriz de transformacion. 

Preguntas basicas 


Sea T :V —» W una tranformacion lineal: 


1. ^Cuando T es uno a uno? 

2. ^Cuando T es sobreyectiva? 

3. ^Cuando T es un isomorfismo? 

4. Si dim V = n y dim W = m, ^cuando T no puede ser uno a uno? ^Cuando T no 
puede ser sobre? 

5. Si dim V = dim W =n , yque condicion sera suficiente para que T sea un isomor¬ 
fismo? 

6. Si T es un isomorfismo, yquc propiedades de V se trasladan a W? 

7. Si T es un isomorfismo entre espacios vectoriales de dimension finita, ^como es la 
matriz de transformacion de 77 


Introduction 


En este modulo se caracteriza un tipo especial de transformacion lineal llamada 
isomorfismo. Esta transformacion T :V —» W «reproduce fielmente» la estructura 
de V en W, ya que establece una correspondencia biyectiva entre los elementos de 



Vea el modulo 14 del programa 
de television Algebra Lineal 

V_ ) 
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Vyffy por otra parte T traslada sumas y productos por escalares -las operaciones 
de espacio vectorial- de los elementos de V a sumas y productos por escalares de 
los correspondientes elementos de W. Asf pues, desde el punto de vista del algebra 
lineal, cuando entre V y W hay un isomorfismo, esto es, cuando son espacios 
vectoriales isomorfos, V y W son indistinguibles. 

Demostraremos que los espacios vectoriales de dimension finita n son isomorfos, 
es decir, practicamente todos ellos son «en esencia» H". 
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Modulo 14: Isomorfismos o transformaciones lineales invertibles 

14.1 Transformaciones lineales uno a uno y 
sobreyectivas 


Definition 1 

Sea T : V —> W una transformation lineal. T es uno a uno (1 - 1) o inyectiva si 
T(v 1 ) = T(v 2 ) —> Vj = v 2 , 
o bien, en forma equivalente, 

v, * v 2 ->r(v 1 )*r(v 2 ). 



(b) 



Figura 14.1 

La figura 14.1a muestra una trasformacion lineal inyectiva y la 14. lb una transfor¬ 
mation lineal no inyectiva. 

Definition 2 

Sea T : V —> W una transformation lineal. T se llama sobre W o sobre, si para todo 
w e W existe al menos un v e V tal que T( v) = w. En otras palabras, T es sobre si 
la imagen de T es todo el espacio W. 

imagen T=W. 

El teorema siguiente dice que para demostrar si una transformation lineal es uno a 
uno solo se necesita examinar que vectores se transforman en 0. 


Teorema 1 


Sea T : V —> W una transformation lineal. T es uno a uno si y solo si nu 7’ = {0}. 


Demostracion 


a. 


b. 


Suponga que T es 1 - 1 y sea x e nuT; entonces T(x) = 0. Como 
7X0) = 0 y Tes 1 - 1, se concluye que x = 0, luego nu T = {0j. 

Suponga que nu T = {0} y sea r(v,) = 7’(v 2 ); entonces 7’(v 1 )-7’(v 2 ) = 0, 
estoes, r(v 1 -v 2 ) = 0, esdecir, (v^VjJcnu f y,portanto, v,-v 2 =0. 




Vea la animacion «Transforma- 
ciones uno a uno y sobre» en 
su multimedia de Algebra Lineal 

\ _ ) 
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de donde Vj = v 2 y la transformacion es 1 - 1. 


Ejemplo 1 


Sea T : R 2 —> R 2 definida por 


fX > 


' x + y 2 





. Para determinar si T es 1 


1 , 


encontramos nu T. Sea 


fX > 


r°^ 


'x+ y'l 

r°l 

<yj 


,0y 

’ 

1 

1 

H 

loj 


Resolvemos el sistema lineal 


x+y = 0 
x-y = 0 


Launica solucion es a = 0 e y = 0, de modo que nu T = 



, y por el teorema 1, T 


es 1 -1. 


Ejemplo 2 

Sea T : R 3 —> R 2 definida por T 
La matriz de la transformacion referida a las bases estandar es: 


X 





x-2 y 

y 


y + z 

z 




\ 


1 -2 0 

0 1 1 


Entonces para determinar si T es 1 - 1 hallamos N A 


1 -2 

0 1 


0 

operaciones elementales v 

1 

0 

2 

1 


0 

1 

1 


x = -2 z 


La solucion al sistema homogeneo es : 


y=-z 
z = z 


Luego nu T = N A = gen 



Por tanto, T no es 1 -1. 
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Veamos si T es sobre: 

Examinando las columnas de A r vemos que cualesquiera dos columnas son LI, de 
modo que C A = E 2 y, por tanto, imagen A T = E 2 . En consecuencia, T es sobre. 

Ejemplo3 

Sea T : K 3 —> M 4 definidapor: 
x + y 

y-z 

z + x . 
y + 2x 



La matriz de T referida a las bases estandar es: 


"1 

1 

0 " 


“1 

0 

0 " 

0 

1 

-1 

operaciones elementales v 

0 

1 

0 

1 

0 

1 


0 

0 

1 

_2 

1 

0 


0 

0 

0 


nu T - 


luego T es 1 -1. 

En la forma escalonada reducida de A T podemos observar tres pivotes, luego las 
tres columnas de A T son LI. 

Entonces, 


imagen T = C A = gen 


0 

-1 

1 

0 


el cual es un subespacio de dimension 3 de E 4 y, por consiguiente, T no es sobre. 

En los ejemplos podemos observar que una transformacion lineal puede ser 1 - 1 y 
no ser sobre, o ser sobre y no ser 1 - 1. El siguiente teorema muestra que cada una 
de estas propiedades implica la otra si los espacios V y W tienen la misma dimen¬ 
sion. 
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Teorema 2 

Sea T :V —>W una transformacion lineal y sea dim V = dim W. 

a. Si Tes 1 - 1, entonces T es sobre. 

b. Si T es sobre, entonces Tes 1 - 1. 

La demostracion del teorema se deja como ejercicio. 

Teorema 3 

Sea T : V —> W una transformacion lineal. Suponga que dim V = n y dim W - m\ 
entonces 

a. Si n > m, T no es 1 -1. 

b. Si m > n, T no es sobre. 

Demostracion 

a. Sea {v p v 2 ,..., v„} una base para V. Sea w,- =T’(v j ) para i= 1,2,..., n. Puesto 
que n>m, entonces {w p w 2 ,...,w„} es LD, o sea queen lacombinacion 
lineal C, w : + C 2 w 2 +... C n w„ = 0 existe al menos un C i ^ 0. Por tanto el 
vector veV tal que v = C 1 v 1 + C 2 v 2 +...C m v b es diferente de 0 y: 

T(\)= T (CjV, + C 2 v 2 + ...C„ v„) 

= c 1 r(v 1 ) + c 2 r(v 2 ) + ...c„r(v„) 

= CjW, + C 2 w 2 +...C n w„. 

Luego T(\) = 0, venuT y.portanto, nuT ^={0}, es decir, T no es 1 - 1. 

b. Suponga que m > n y sea v e V, con 

v = OjV, +a 2 v 2 +... + a n \ n 
T(\)=a l T(\ l ) + a 2 T(\ 2 ) + ... + aT(\ n ), 


luego {TTVj), T (v 2 ),..„ T(\J} es un generador de imagen T\ entonces 

p ( T ) <n, y como m >n, p(T)<m . Luego imagen T es un subespacio de W 
diferente a W, esto es, T no es sobre. 

Los ejemplos 2 y 3 ilustran el teorema anterior. 
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14.2 Isomorfismos 
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Definition 3 

Sea T : V —> W una transformation lineal. Entonces T es un isomorfismo si T es 
1 -1 y sobre. Se dice que los espacios vectoriales VyW son isomorfos si existe un 
isomorfismo T de V sobre W. Esto se denota como V = W. 

Observation 

Es importante notar en la definition anterior que la condition para que dos espacios 
vectoriales VyW sean isomorfos es que exista entre ellos una transformation lineal 
que sea isomorfismo. Asf, entre espacios vectoriales isomorfos podemos definir 
transformaciones lineales que no sean isomorfismos. 

El siguiente teorema nos muestra la similitud existente entre dos espacios vectoriales 
isomorfos. La palabra «isomorfismo» viene del griego «isomorphos», que significa 
«de igual forma». 

Teorema 4 

Sea T : V —> W un isomorfismo. 

a. Si {v p v,,...,v„} genera V, entonces {7’(v 1 ),7’(v 2 ),...,7’(v„)} generaaWi 

b. Si {v,, v 2 ,...,v n } es LI en V, entonces {7’(v 1 ),7’(v 2 ),...,7’(v n )} es lineal- 
mente independiente en W. 

c. Si {v p v 2 ,...,v„} es base de V, entonces {7’(v i ),7’(v 2 ),...,7’(v ii )} esbasede W. 

d. Si V es de dimension finita, entonces W es de dimension finita y 


dim V = dim W. 


Demostracion 


a. Supongamos que { v p v 2 ,...,v„} genera V. 

Sea w g W. Como T es sobre w = T{\) para algun vsV, 



luego 


w = c,r (v!)+c 2 r (v 2 ) +... cj (v„), 







y por tanto, 


Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «lsomorfismos» 


V. 


J 


{r(v,), T (v 2 ),...,7’(v„)} genera a W. 
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b. Supongamos que {v p v 2 ,...,v n } es LI. 

Sea cj (v,) + c 2 r (v 2 ) +... c„r(v„) = 0. Entonces, 

7’(c 1 v 1 +c 2 v 2 +...c„vJ = 0, 
es decir, 

(CjV, +c 2 v 2 + ... c n v„) enu T. 

Como '/’es 1-1, q v +c,v, +... c„v„ = 0, ycomo { v p v 2 ,...,v„} es LI, entonces 
c, = c 2 = ... =c n = 0 y, en consecuencia, 

{T (v 1 ),7’(v 2 ),...,7’(v m )} esLI. 

c. Se deduce de a y b. 

d. Se deduce de c. 

Cuando se trata con espacios vectoriales reales de dimension finita, el problema de 
saber si son o no isomorfos es bastante simple: solo es necesario observar si tienen 
la misma dimension, como se vera en el siguiente teorema. 

Teorema 5 

Sean VyW dos espacios vectoriales reales de dimension finita con dim V = dim W. 
Entonces V = W. 

Demostracion 

Dos espacios vectoriales son isomorfos si entre ellos existe una transformacion 
lineal que sea un isomorfismo. Luego la demostracion consiste en construir dicha 
transformacion lineal. 

Sean (v,, v 2 ,...,v b | y jw,, w 2 ,...,w n } bases para Vy W, respectivamente. 

Definimos T : V —> W por r(v,.) = w ; para i = 1,..., n. Entonces por el teorema 3, 
modulo 12, existe una unica transformacion lineal que satisface la condicion dada. 

Suponga que veV yL(v) = 0; entonces 

v = c,Vj +c 2 v 2 +...+c rl v ;l , 

T(\) = cj (vj +c 2 T (v 2 )+...+c„r(v„), 
c 1 w 1 +c 2 w 2 +...+c„w„ = 0 . 


Como {Wj, w 2 ,...,w n } es base para W , q = c 2 = ...= c n - 0 y, por tanto, v = 0; en 

consecuencia, nuT = ] <)| y la transformacion es 1 - 1. Como dim V = dim W, en¬ 
tonces T es sobre por el teorema 2. Luego T es un isomorfismo. 
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Modulo 14: Isomorfismos o transformaciones lineales invertibles 

Teorema 6 

Sean V y W espacios vectoriales reales de dimension n y T :V -+ VK, tal que 
T(x) = Ax es una transformacion lineal. Entonces A es invertible si y solo si 
T(x) = Ax es un isomorfismo. 

T es un isomorfismo si y solo si '/’es I - I. ya que como dim V = dim W, T tambien 
sera sobre. 

T es 1 - 1 si y solo si nuT = {Oj, es decir, v(T) = 0, y esto es equivalente a la 
proposicion A es invertible. 

Este teorema caracteriza los isomorfismos como transformaciones lineales cuya 
matriz de transformacion es invertible, proporcionandonos una forma de determinar 
cuales transformaciones lineales son isomorfismos examinando su matriz de trans¬ 
formacion. 

Ejemplo4 

Sea T: P„ —» P„ tal que T (p) = p + p'. Veamos que T es un isomorfismo. 

Encontremos la matriz ,4 ? de la transformacion lineal con respecto a la base estandar. 

r(l) = 1 + (1)' = 1 + 0 = 1 

T (x) = x + (x)’ = x +1 
T(x 2 ) = x 2 +(x 2 )' = x 2 +2x 


T(x") = x" + (x"y = x" + nx" ’. 


A 

(n+l)x(n+l) 


1 1 O - 0 

0 1 !■■■ 0 

: 0 1 - 0 

: : : n 

0 0 0 1 


, det A = 1 ^ 0. 


A es invertible, luego T es un isomorfismo. 


Ejemplo5 


Los espacios vectoriales 47, P 3 y R 4 son isomorfos ya que todos tienen dimen¬ 
sion 4. Establezcamos entre ellos transformaciones lineales que sean isomorfismos. 

: 2 x 2 ^ definida por: 
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a b 
c d 


= a + bx + cx 2 + dx 3 


1 0 
0 0 

0 r 

0 0 

0 0 
1 0 


= l + 0x + 0x 2 + 0x' 3 . 


= 0 + lx + 0x 2 + 0 x 3 . 


= 0 + Ox + lx 2 + Ox 3 . 


Aj — 


10 0 0 
0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


= L 


det Aj. = 1 


0 0 
0 1 


= 0 + Ox + Ox' + lx 3 


T 2 : IP, R 1 definida por T (a + bx + cx 2 + dx 3 ) = 


Entonces A T = I 4 (matriz identidad de orden 4). Por tanto, es un isomorfismo. 

Las transformaciones T y definidas en el ejemplo nos muestran que estos espa- 
cios vectoriales son en «esencia» el mismo; en ambas la matriz de transformacion es 
la identidad. 
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1 . 


Eyer^cios 

Modulo 14 


De un ejemplo de una TL T :V —» W que sea 

a. Uno a uno pero no sobre. 

b. Sobreyectiva pero no uno a uno. 

c. Uno a uno y sobreyectiva. 

2. Demuestre que T : M mn —» M nm definida por T (A) = A 7 es un isomorfismo. 

3. Encuentre un isomorfismo entre D n , matrices diagonales de orden n, y R". 


4. 



X 


1 

0 

f 

X 

Sea T : R 3 —> M 3 definida como T 

y 

= 

0 

1 

1 

y 


z 


1 

0 

2 

z 


. Determine si T es un isomorfismo. 


5. Para cada una de las siguientes transformaciones determine si es un isomorfismo a partir de la informacion dada. 


a. 

T 

:R 4 -> R 4 

II 

b. 

T 

: R 4 -> R 4 

II 

K) 

c. 

T 

:P 2 P 2 , 

V (T) _1 - 

d. 

T 

:P 3 -> P 3 , 

II 


6. Sea V = P 4 y W = {p e P 5 : p( 0) = 0}. Demuestre que V =W. 

7. Sea T : P n — > P n tal que Tp(x) = xp '(x). Determine si T es un isomorfismo. 

8. Demuestre que si T : V —> W es un isomorfismo, entonces existe un isomorfismo L:W —» V tal que ~ v. A 

L se le llama transformation inversa de T y se denota T 1 . 

9. Demuestre que si T : R" — > R" esta definido por T(x) = Ax y 7’ es un isomorfismo, entonces T esta dado por 
r' 1 (x) = A“ 1 x. 


Capftulo 3: Transformaciones lineales 













X 


2x + 4y - 6z 

10. Sea T : K 3 —> K 3 una TL dada por T 

y 

= 

5y-2 z 


z 


9 z 


Demuestre que T es un isomorfismo y determine T 1 . 


11. Sea T : M n/n —» M n/h la transformacion lineal dada por T(A) = BA, dondc B es una matriz t'i ja dc ordcn n. Demues¬ 
tre que T es un isomorfismo si y solo si B es una matriz invertible. En tal caso, describa T~' ■ 
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Modulo 15 

Isometrias 

Contenidos del modulo 

15.1 Matrices ortogonales 

15.2 Isometrias 

15.3 Isometrias en R 2 

Objetivos del modulo 



Una rotacion igual a un angulo 9 alrededor 
del origen es una transformacion lineal que 
conserva la magnitud de los vectores 


1. Mostrar un tipo de transformacion lineal que conserva la magnitud de los vecto¬ 
res. 

2. Caracterizar las isometrias por medio de las matrices ortogonales. 

3. Caracterizar las isometrias en el piano. 

4. Mostrar que conservar la magnitud de los vectores en una transformacion en R" 
es equivalente a conservar el producto escalar. 


Preguntas basicas 


1. ^Cuando una matriz es ortogonal? 

2. (■,€(')mo son las columnas en una matriz ortogonal? 

3. ^Que es una isometrla? 

4. /,Que operation se conserva en una isometrla? 

5. /.Como es la matriz de la transformacion T, cuando T es isometrla? 

6. (' Como son las transformaciones en R 2 que son isometrias? 

7. (,Que relation existe entre los isomorfismos y las isometrias? 


Introduction 


La palabra isometria significa igual medida. De esto se trata en esta section: de 
transformaciones lineales que conservan la magnitud de los vectores. 


Antes de iniciar el estudio de las isometrias, definiremos las matrices ortogonales y 
veremos algunas propiedades de estas matrices. Ademas deduciremos una propie- 
dad del producto escalar cuando en uno de los factores hay una matriz A. Estos 
resultados nos seran de gran utilidad en el tratamiento de las isometrias. 


Vea el modulo 15 del programa 
de television Algebra Lineal 

V_J 
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15.1 Matrices ortogonales 

Definicion 1 

Una matriz Q de nx n se llama ortogonal si Q es invertible y Q~' = Q r . 
Si Q~ l =Q T , entonces Q 1 Q = I n . 


En el modulo 8 estudiamos la forma de constituir bases ortonormales en R". El 
siguiente teorema nos da una relacion entre las matrices ortogonales y las bases 

ortonormales de R". 

Teorema 1 


La matriz Qnxn es ortogonal si y solo si las columnas de Q forman una base 
ortonormal de R". 


Demostracion 

Sea 



a n 

a 12 

Olj 

■■■ “in 

Q = 

a 2l 

a 22 

a 2j 

■■■ a 2„ 


a „i 

a nl ■■■ 

Cl¬ 

uj 

••• a nn 


Q T 


Sea B = (b ii ) = Q r Q. 


b ij = a n % +a 2i a 2J +... + a ni a nj = c ; • c ; , 


a u a 2 


( 1 ) 


donde c, y c. son las columnas i y j de Q. 

Si las columnas de Q son ortonormales, entonces, de (1) 

by =0 si i * j, by =1 si i = j. (2) 


Es decir, B -1 y entonces Q T =Q 1 , y por tanto Q es ortogonal. 


Recfprocamente, si Q es ortogonal Q 1 = Q ', entonces B = I, de modo que 


b. = c, ■ c ( = 0 si i * / y c, • c, = 1 si i = j. 

‘J 1 J J J 1 J J 

Luego las columnas de Q son ortonormales. 
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~ 1/3 ' 


"-2/3" 

1/3 

•> 

2/3 

•> 

2/3 

2/3 


-2/3 


1/3 


forman una base ortonormal de R 3 (verifiquelo). 



‘2/3 

1/3 

-2/3" 


asf que la matriz Q = 

1/3 

2/3 

2/3 

es ortogonal 


2/3 

-2/3 

1/3 



Podemos verificarlo haciendo Q T Q: 


Q T Q = 


‘ 2/3 

1/3 

2/3" 


‘2/3 

1/3 

-2/3“ 


"1 

0 

0" 

1/3 

2/3 

-2/3 


1/3 

2/3 

2/3 

= 

0 

1 

0 

-2/3 

2/3 

1/3 


2/3 

-2/3 

1/3 


0 

0 

1 


15.2 Isometrfas 


Antes de abordar el tema, veamos una propiedad interesante del producto escalar. 

Teorema 2 

Sea A una matriz de m x n con componentes reales. Entonces para cualesquier dos 
vectores x e M" e ye 1" 

(Ax) • y = x • A 7 y. 

Demostracion 


Ax - y = (Ax) 7 y = (x r A r ) y = x 7 ' (A r y) = x • A r y. 

El teorema nos dice que cuando en uno de los factores de un producto escalar hay 
una matriz, esta puede pasar al otro factor transponiendola. Este resultado puede 
generalizarse para cuando se tiene un producto interno en un espacio vectorial 

diferente a R”; en este caso el teorema se expresa asf: 

(Ax, y) = (x, A r y). 

Definition 2 

Una transformation lineal T : M" —> M" es una isometria si para todo x en R" 

|r(x)| = |x|, 
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esto es, una isometrfa en K” es una transformacion lineal que conserva la longitud 
en R". 

Si hay una transformacion lineal que sea una isometrfa, entonces: 

|r(x)-r(y)| = |r(x-y)| = |x-y|. 

En las isometrfas se conserva la magnitud de los vectores; recordemos que la mag- 
nitud de un vector en E" esta definida en terminos del producto escalar, el cual es 
el producto interno en M". Es entonces esperable que en las isometrfas se conserve 
el producto escalar. 

Teorema 3 

Sea T una isometrfa de R" —> R" y sean x e y en R"; entonces 
T(x)-T(y) = x-y. 


Demostracion 

|r(x)-r(y)| 2 =(T(x)-T(y)) ■ (T(x)-T( y)) 

= jT(x)l 2 -2T(x)-T(y) +lT(y)f-. (l) 


|x-y| 2 = (x-y) • (x-y) 

I I 2 T , I I 2 

= x -2x • y + y . 


( 2 ) 


En(l)y (2) sabemos que I?"fx)| 2 = |x|', |r(y)|~ = |y|' y 
|r(x)-ny)| 2 =|x-y| 2 . 


Entonces, 

~2T(x) ■ T (y) = -2x • y, 

T(x) ■ T(y) = x ■ y. 

El siguiente teorema relaciona las isometrfas con las matrices ortogonales. 

Teorema 4 

Una transformacion lineal T: R" —> R" es una isometrfa si y solo si la representa- 
cion matricial de T es ortogonal. 
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Demostracion 

a. Supongamos que T es una isometrfa y que A es su representation matricial; 
entonces para x e y en I", 

x • y = T(x) ■ T(y) = Ax • Ay = x • A r Ay, 

T.3 T. 2 

X • y = X • A r Ay, 
x • y - x • A T Ay = 0, 

x • (y - A t Ay) = 0, para todo xeR"; entonces 

(y - A t Ay) e R" (ver definition de complemento ortogonal), 

y - A r Ay = 0, y = A T Ay, 

y por tanto, A T A = /, de modo que A r = A -1 y A es ortogonal. 

b. Supongamos que T(x) = Ax es una transformacion lineal tal que A es 
ortogonal; entonces T(x) ■ T(y) = Ax ■ Ay = x ■ A 1 Ay = x I y = x ■ y 

En particular, si x = y T(x) ■ T(x) = xx, osea |r(x)|“ = |x| 2 , o |7\x)|= |x|, 
de donde T es una isometrfa. 

Observaciones 

En el teorema anterior hemos mostrado que las isometrfas se caracterizan porque su 
representacion matricial es ortogonal. Como toda matriz ortogonal es invertible, se 
desprende como consecuencia la siguiente proposicion: 

Toda isometria es un isomorfismo. 

Ahora, las columnas de A T son las transformaciones de los vectores de la base, y 
como estas forman una base ortonormal de R”, para constituir isometrfas los 

vectores asignados a una base de M" deben ser vectores que formen una base 
ortonormal. El siguiente teorema nos muestra como hacer esto. 

Teorema 5 

Sean {u 15 u 2 ,...,u h } y {wj,w 2 ,...,w n } dos bases ortonormales de R" y sea 

T : R" —» R" una transformacion lineal tal que T (u.) = w. para i = 1,..., n\ 
entonces T es una isometrfa. 

Demostracion 

Sea xgR", x = CjUj +c 2 u 2 +... + c„u„ ; entonces 

|x| 2 = x • x = (qu, +c 2 u 2 +... + c„u„) • (c,u, +c 2 u 2 + ... + c„u„). 


Algebra Lineal Elemental y Aplicaciones -jgg 


Capftulo 3: Transformaciones lineales 


Como {u,,u 2 ,...,u n } es una base ortonormal, 
u, • u^. = 0 para i* j y 

K r=u, u, =1, 

entonces 

|x| 2 = c, 2 +c 2 2 + ... + c u 2 . (1) 

T(x) =c 1 T(u,) + c 2 T(u 2 ) + ... + c n T(u n ) 

= CjWj + c 2 w 2 + ... + c„w„. 

|r(x)|“ =T(x) ■ T(x) = (c,w, +c 2 w 2 +... + c„w n ) • (CjW, +c 2 w 2 +... + c„w„). 
Como (w p w 2 ,..., w n j es una base ortonormal, 

|r(x)| 2 = Cj 2 +c 2 2 +... + c„ 2 . (2) 

De (1) y (2) concluimos que |x|" = |r(x)|" o |x| = |7’(x)| y, por tanto, T es una 
isometria. 

El recfproco del teorema anterior tambien se verifica, como veremos en el siguiente 
teorema. 

Teorema 6 

Sea T : R" —» R" una isometria; entonces, si {tij, uu,} es una base 
ortonormal de R", {7’(u 1 ),7’(u.,),...,7’(u, I )} es una base ortonormal de M". 

Demostracion 

Sea { u,, u 2 ,..., u„} una base ortonormal de R";entonces, u, • m =0 para 

i*j y k| = i. 

Como T es una isometria, 

T(u i )-T(u J )= u,. ■ u ] = 0 para i* j y |T(u,.)|= |u,.|=1. 

Luego {r(u,), r(u 2 ),...,r(uj} es una base ortonormal. 


15.3 Isometrias en M 2 


Sea T una isometria de 


-H 


2 . Sean u. = T 


vOy 


y u 2 = t 


'o' 

v 1 / 


. Los vecto- 
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v°y 


vly 


forman una base ortonormal en R 2 , luego Uj y u 2 tambien for¬ 


mat! una base ortonormal; liij I = |u 2 |=l y Uj -u,=0 (u, _L u 2 ) (ftgura 15.1). 



U 1 = 

^COS#^| 

U 2 = 

' cos (0 ± */,)'' 


^sen<9 J 


y sen(0± , /) y 


Entonces 



' cos ( 0 + y- 0^ 


'-sen 0 


f cos (6>-^)A 

' sen 0 N 

u 9 = 

= 


o U 2 = 


^-cos 0 

1 

v sen (0 + */^; 


^ COS 0 J 


t sen {d-y 2 )J 


Luego la representacion matricial de T es: 


cos 0 

-sen 0 


cos 0 

sen 0 

sen 0 

cos 0 

o Qi — 

sen 0 

-cos 0 



Si T (x) = Q j x, entonces la transformacion es una rotacion un angulo 0 en senti- 
do antihorario. 

Si T(x) = Q 2 x. 


cos 0 

sen 0 


cos 0 

-sen 0 


1 

0" 

sen 0 

-cos 0 


sen 0 

cos 0 


0 

-1 


Entonces Q n es la representacion matricial de una reflexion respecto al eje x, segui- 
da de una transformacion de rotacion. 

Estos resultados los consignamos en el siguiente teorema. 
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Teorema 7 

Sea T : M 2 —» M 2 una isometria. Entonces T es: 

a. Una transformation de rotation, o 

b. Una reflexion respecto al eje x seguida de una transformacion de rotation. 

El concepto de isometria puede extenderse a espacios vectoriales de dimension 
finita, donde hay a definido un producto interno; aca las isometrfas seran las trans¬ 
formaciones lineales que conservan la norma de los vectores y, por tanto, el produc¬ 
to interno. 

Ejemplo2 

Sea T : K 3 —> R' s una transformacion definida por T (x) = Ax, donde 


A = 


sen 9 cos 9 0 
cos 9 -sen 9 0 
0 0 1 


Veamos que T es una isometria. Para esto basta con demostrar que A es una matriz 
ortogonal y esto lo comprobamos realizando el producto A A T . 


sent? 

cos 9 

0 " 


sen 9 

cos 9 

0 " 


"1 

0 

0 " 

cos 9 

-sen 9 

0 


cos 9 

-sen 9 

0 

= 

0 

1 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

1 


0 

0 

1 


Ejemplo3 

Sea T : M 2 —» R 2 una isometria. Veamos que T preserva los angulos entre los 
vectores 


Sean x e y en M 2 


angulo entre x e y = cos 


x y 
|x| |y 


angulo entre r(x) y r(y)=cos 


T(x) ■ T( y) 
|r(x)| \T(y)[ 


( 1 ) 

( 2 ) 


Como Tes isometria, x • y = T(x)-T( y) y x = r(x) , y = \T(y) 


Por tanto, (1) = (2). 
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1. 


Eyer^cios 
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Sea T : R 2 —> R 2 una transformacion lineal tal que: 


T 


f- —1 

IV2 V2J 


f- 1 

vV2' V2J’ 


T 


f 


V 


V2' V2J 


f— — 

,V2' V2 y 


Demuestre que T es una isometrfa. 

2. Considere la transformacion lineal T : M 2x2 —» M 2x2 paralacual 


r 


r 


"1 0 " 


° 0 

_ 

0 

0 

- 

1 0 



1/2 1 / 2 " 
1/2 1/2 J ’ 

1/2 - 1/2 
1/2 - 1/2 


0 


" 1/2 1/2 " 

0 0 


- 1/2 — 1 / 2 _ 

0 

0 


" 1/2 - 1 / 2 " 

0 1 


- 1/2 1/2 _ 


Compruebe que 7’ es una isometrfa. 


3. Determine el vector (a, &) e M 2 tal que la transformacion 7’: R 2 —» R 2 para la cual 7X1,0) = [l/V2, -l/>/2 J, 
r(0,1) = (a, b) sea una isometrfa. 


4. Sea B = {v p v 2 , v 3 } una base ortonormal de R 3 . Determine una isometrfa T : R 3 —> R 3 paralacual 


nvj = j(2y, + v 2 + 2 v 3 ), T(v 2 ) = -j=(v, - v 2 ). 


5. De un ejemplo de una transformacion lineal de R 2 en M 2 que preserve los angulos y no sea una isometrfa. 

6. Sea T : R" —» R" una isometrfa y sea T (x) = Ax. Demuestre que S (x) = A~'x es una isometrfa. 
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Un ingeniero trata de que las frecuencias naturales de su puente, valores caracterfsticos de la 
estructura, esten alejadas de las del viento para evitar que el puente comience a oscilar y se 
desplome. Los valores caracterfsticos son los rasgos mas importantes de cualquier sistema 
dinamico. 

Presentaci6n 


Muchos problemas relacionados con ciencias e ingenierfa estan planteados en la 
forma T (x) = Ax, donde A es una matriz n x n que representa una transformacion 
lineal. En el analisis de estos problemas es importante determinar aquellos vectores 

x que se transforman paralelamente a si mismos, T(x)-Xx, es decir, los vectores 

que conservan la direccion al transformarse. Estos vectores x, x^fl, reciben el 
nombre de vectores caracteri'sticos de A y son los que describen las direcciones 
principales o ejes principales del sistema estudiado. El escalar X que acompana a x 

en la ecuacion T (x) = Xx se denomina valor caracteristico de A correspondiente 
a x y muestra la magnitud de la transformacion en la direccion de x. 


En este capftulo resolveremos dos problemas basicos del algebra lineal. En primer 
lugar abordaremos el problema de la determinacion de los valores y vectores carac¬ 
teristicos de una matriz A, y en segundo termino el problema de la diagonalizacion 

de una matriz, esto es: encontrar una matriz diagonal que sea similar a una matriz 
dada A. Este problema esta mtimamente relacionado con el primero. 


Capftulo 4 

Valores 
caracterfsticos, 
vectores 
caracterfsticos, 
diagonalizacidn 
y formas 
canonicas 


n 

Contenido breve 


Modulo 16 

Valores y vectores caracteristi¬ 
cos 

Ejercicios 
Modulo 16 

Modulo 17 

El problema de la diagonalizacion 

Ejercicios 
Modulo 17 

Modulo 18 

Aplicaciones de la teorfa de va¬ 
lores y vectores cartacterfsticos 

Ejercicios 
Modulo 18 

Modulo 19 

Forma canonica de Jordan 

Ejercicios 
Modulo 19 






Por ultimo, como no toda matriz es diagonalizable, determinamos para cualquier 

matriz A su forma canonica de Jordan, la cual es una matriz mucho mas «simple» 

que la matriz A. Estos procedimientos tendientes a determinar matrices similares a A 
«mas simples» responden a la necesidad de simplificar el manejo algebraico cuando 
A es una matriz de tamano grande. 

En el desarrollo del capftulo se dara gran importancia a aplicaciones tales como los 
sistemas dinamicos descritos por un sistema de ecuaciones en diferencias y proce- 
sos de Markov. 


Modulo 16 

Valores y vectores caracteristicos 

Contenidos del modulo 

16.1 Valores y vectores caracteristicos 

16.2 El problemas de los valores y vectores caracteristicos 

16.2.1 El polinomio caracteristico de A nxn 

16.2.2 Proceso para encontrar los valores y vectores caracteristicos en una 

matriZ A nx„ 

16.2.3 Espacio caracteristico de A 

16.3 Propiedades 



Fue el matematico trances Augustin Louis 
Cauchy (1789-1857) quien, en 1840, uso 
por primera vez los terminos «valores 
caracteristicos" y «ecuacion caracteristica» 
para indicar los valores propios y la ecuacion 
polinominal basica que satisfacen. 


Objetivos del modulo 


1. Caracterizar en una transformacion lineal T : V —> V aquellos vectores que se 
transforman paralelamente a sf mismos y encontrar la magnitud de la transforma¬ 
cion. 

2. Desarrollarun algoritmo para encontrar los valores y vectores caracteristicos de 
una matriz A nxn . 

3. Establecer una condicion suficiente y necesaria para que una matriz A nxn tenga 
n vectores caracteristicos linealmente independientes. 

4. Relacionar los valores caracteristicos de A con los valores caracteristicos de A T , 

a A , A"' y A~' (cuando A -1 existe). 


Preguntas basicas 


Sea T : V —> V una transformacion lineal y A una representation matricial de T. 


1. i Que es un vector caracteristico de A? 

2. i Que es un valor caracteristico de A? 

3. y.Como se encuentra el polinomio caracteristico de A? 

4. ^Como se determinan los valores y vectores caracteristicos de A? 

5. ( ',Que es el espacio caracteristico de un valor caracteristico? 

6. 7 ,Que son las multiplicidades algebraica y geometrica de un valor caracteristi¬ 
co? 

7. yComo se relacionan las multiplicidades algebraica y geometrica de cada valor 
caracteristico? 

8. y,Que condiciones deben cumplir los valores caracteristicos de A para que A sea 
invertible? 

9. ^Cuando la matriz A nxn tiene n vectores caracteristicos linealmente independien¬ 
tes? 



Vea el modulo 16 del programa 
de television Algebra Lineal 

\ _ ) 
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10. Si A 1 ,A 2 ,...,A k son los valores caracteristicos de A, ^cuales son los valores 
caracteristicos deA r , aA,A'"y A' 1 (cuando A" 1 existe)? 


Introduccion 


Iniciamos nuestro estudio definiendo los valores y vectores caracteristicos de una 
transformacion lineal T : V —>V o de la matriz A correspondiente a dicha transfor¬ 
macion. llustramos con una matriz A 1/2 lo que sucede cuando referimos la transfor¬ 
macion a la base formada con dos vectores caracteristicos, y vemos que la matriz de 
la transformacion en este caso es diagonal; esto hace que el efecto de la transforma¬ 
cion se evidencie sobre las direcciones de los vectores caracteristicos. 

Se desarrolla un algoritmo para la obtencion de los valores y vectores caracteristi¬ 
cos y se establece una condicion necesaria y suficiente para que una matriz tenga n 
vectores caracteristicos linealmente independientes, es decir, para tener una base 
del espacio compuesta por vectores caracteristicos. 
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16.1 Valores y vectores caracterfsticos 


Modulo 16: Valores y vectores caracterfsticos 


Definition 1 

Sea ,4 unamatrizde n x n con componentes reales. El vector x # 0, x en C" talque 


Ax=/ lx. 


se llama vector caracteristico de A, yalescalar X (real o complejo) se le llama valor 
caracter(stict) de A correspondiente al vector caracterfstico x. 

Nota: los vectores caracterfsticos se toman en C" n-tuplas ordenadas de numeros 
complejos, ya que estos pueden tener componentes imaginarios, cuando X es un 
numero complejo. 

En la definition se dice que el valor caracterfstico X corresponde al vector carac¬ 
terfstico x. Tambien se puede expresar al contrario: el vector caracterfstico x corres¬ 
ponde al valor caracterfstico X ■ 

A los valores y vectores caracterfsticos tambien se les llama valores y vectores 
propios o autovalores y autovectores. 


16.2 El problema de los valores y vectores caractensticos 

DadaunamatrizA de nxn con componentes reales, hallartodos los escalares X y 
todos los vectores x, x =£ 0, en C" tales que Ax=Xx. 

Ejemplo 1 


Sea A = 


3 2 
3 4 


Entonces 


f 1> 


"3 2 " 

r 


r 

-b 


3 4_ 

-1 


-1 


Asf, X = 1 es un valor caracterfstico de A correspondiente al vector caracterfstico 

f 

-1 ' 

Similarmente, 


" 2 ^ 


"3 2" 

“2" 


'12' 

— A 

" 2 " 



_3 4_ 

_3_ 


18 

— 0 

_3_ 
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Entonces A = 6 es un valor caracterfstico de A correspondiente al vector caracte- 


ristico 



La matriz A = 


3 

3 


2 

4 


es la representacion matricial de la transformacion lineal 


T : 1? —» E? definida por 


fX > 


"3 2" 



3;r + 2y 

v)G 


_3 4_ 



3v+4y 



son vectores caracteristicos de A correspondientes a los valores 


caracteristicos A 1 = 1 y A, = 6. 


Estos vectores son LI, luego forman una base /I de R 2 . Encontremos la matriz de la 
transformacion referida a esta base. 


T 






f f lY\ 

T 



v3y 


12 

18 


= 0 


+ 6 




V V / J B t 


V 6 Z 


Luego B r matriz de la transformacion referida a la base B p es B T 
es una matriz diagonal. 


1 

0 


0 

6 


. lacual 


r 


"2" 

-i 

y 

_3_ 


Geometricamente, podemos describir la situacion asf: , y 0 determinan un 
sistema coordenado. Referida a este sistema la transformacion T tiene el efecto de 

f 


dejar invariantes los vectores a lo largo de la direccion definida por 


-1 


, ya que 


\ = 1, y aumentar con un factor de 6 los vectores a lo largo del eje definido por 



Si x es un vector cualquiera de R 2 , el cual referido a esta base es 




\ h j 


, entonces 


T(x) 


"1 

0" 

a 


a 

0 

6 

b 


6b 


(figura 16.1). 
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Ejemplo2 

Sea A = /; entonces, /v = v para todo v e IE:", luego todo v ^ 0 es un vector 
caracteristico de/con valor caracteristico X = 1. 



Figura 16.1 


Ejemplo3 


Sea A = 


4 

1 



Determinemos los valores caracterfsticos de A y sus correspondientes vectores 


asociados. Debemos encontrar los escalares a y los vectores no nulos x 
tales que: 


x 

y. 


4 

-2 

X 

= x 

X 

1 

1 

y_ 


y_ 


luego 


4x-2y = Xx o {4-X)x-2y = 0 
x + y = X y x + (1 — X)y = 0 
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Resolvemos el sistema homogeneo de dos ecuaciones con dos incognitas. Este 
sistema tiene solucion no trivial x ^ 0 , si y solo si el determinante de su matriz de 
coeficientes es cero; esto es: 


Entonces, 

(4-2)(l-2) + 2 = 0, 

2 2 -52 + 6 = 0 = (2 - 3)(2 - 2). 


Luego los valores caracteristicos de A son 2, = 3 y 2 2 = 2 . 


Para encontrar los vectores caracteristicos asociados a los valores de 2, = 3 y 
2, = 2 resolvemos 


Ax=3x y Ax=2x 


4 

-2" 


= 3 

X 


"4 

-2" 

X 

= 2 

X 

1 

1 

_3 ; _ 


y_ 


1 

1 

_y_ 


_y_ 


4x-2y = 3x 
x + y = 3y 
o 

(4-3)x-2y = 0 
x + (l-3)y = 0 
o 

x-2y = 0 
x-2y = 0 


4x-2y = 2x 
x + y =2 y 
o 

(4-2)x —2y = 0 
x + (1—2)3? = 0 

o 

2x—2y = 0 
x - y = 0 


cuyas soluciones estan dadas 
por: 

x = 2y 


2y 

. r. 




las soluciones al sistema estan 
dadas por: 

x = y 




x y x, estan expresando, cada uno, un subespacio compuesto por todos los vectores 



"2" 


'l 

multiplos de 

1 

y 

l 


respectivamente. O dicho de otra forma, los vectores carac- 
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. 2 

terfsticos asociados con A l =3 son todos los multiplos escalares del vector 
similarmente, los vectores caracterfsticos correspondientes al, =2 son todos los 

T 

multiplos escalares del vector ^ 


Teorema 1 

SeaA unamatriz nxn . A esun valor caracterfstico de A si y solo si det(A-/l/) = 0 . 

Demostracion 

Si A es un valor caracterfstico de A existe x ^ 0 tal que 

Ax = Ax = AIx, 

(A-/l/)x= 0 . 


El sistema homogeneo (A-AI)x = 0 tiene solucion para x ^ 0 cuando ( A-AI ) 
es no invertible, o sea det (A-AI) = 0 . 

Recfprocamente, si det (A - A/) = 0, el sistema (A-AI)x = 0 tiene soluciones 
no triviales y A es un valor caracterfstico de A. Si det (A-AI) 0, entonces la 
unica solucion del sistema es x = 0 y,portanto, A noes un valor caracterfstico de A. 


16.2.1 El polinomio caracterlstico de A nxn 

Definicion 2 

Sea A una matriz n x n . El determinante de la matriz (A - /,/), denotado P(A), se 
denomina polinomio caracterlstico de A. 

P(A) = det (A-AI). 

La ecuacion P(A) = 0 es la ecuacion caracteri'stica de A. 

P(A) = det (A-AI) = 0. 

P(A) es un polinomio de grado n en A 
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«ii 

fl 12 

... 


a n — A 

C^\2 

... a ln 

A = 

U 2 1 

U 22 

.. a 2n 

det (A - AI) = 

a 2\ 

@22 — ^ 

... a In 


^“31 

a 32 

•• 


a i\ 

a 32 

•• a„-A 


P(A) — A" + b n ./. 1 + ... + b^A + by — 0. 

Esta ecuacion tiene n rafces, varias de las cuales pueden repetirse. Si A l ,A 2 ,...,A m 
son las rafces diferentes de la ecuacion con multiplicidades / P / 2 ,•••,/,„, entonces 
P(A ) puede factorizarse como: 

P(A) = (A-A l Y'(A-A 2 )* ...{A-A m Y m = 0. 

Los numeros ■■■’/». se llaman multiplicidades algebraicas de los valores 

caracteristicos A l ,A,,...,A m , respectivamente. 

O sea que si contamos multiplicidades, cada matriz n x n tiene exactamente n valo¬ 
res caracteristicos. 

16.2.2 Proceso para encontrar los valores y vectores 
caracteristicos en una matriz A nxn 

i. Halle P(A) = det (A - AI). 

ii. Halle las rafces de P(A) = 0 (A l ,A 2 ,...,A m ). 

iii. Resuelva el sistema homogeneo (A-/l ; /)x = 0 correspondiente a cada 
valor caracterfstico A r 

La solucion del sistema homogeneo (A - AJ)\ = 0 no es unica, ya que x ^ 0 . El 
sistema tiene infinitas soluciones, luego al determinar los vectores x que satisfacen 
el sistema, se sacan los vectores que formen una base para el subespacio generado; 
es claro que todas las combinaciones lineales, diferentes de cero, que se realicen 
con estos vectores tambien son vectores caracteristicos correspondientes al mismo 
valor A 

Teorema 2 

Sea A una matriz n x n y sea E A = {x: Ax = Ax}. Entonces E x es un subespacio 
de C". 
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Demostracion 

Si Ax= Ax, entonces (A-AI)x = 0. 

Luego E k es el nucleo de (A - AI), y por tanto E x es un subespacio de C". 

16.2.3 Espacio caracteristico de A 

Definition 3 

Sea A un valor caracteristico de A. El subespacio E A se llama espacio caracteris¬ 
tico de A, correspondiente al valor caracteristico A 

Ejemplo4 


Sea 



2 

0 

-4 


-1 

1 

5 


. EncontremosparaA los valores y vectores caracterfsticos. 


Vamos a seguir los pasos dados en el proceso. 


1 -A 


det(A-/l/) = 


1 

4 


2 

-A 

-4 


-1 

1 


= 0 


5 -A 


= - A 3 + 6A 2 -11A + 6 = 0 
= (A-l)(A-2)(A-3)= 0. 


Entonces los valores caracterfsticos de A son \ = \ A, = 2, A s =3. 
Para determinar £J, formamos el sistema (A - /)x = 0. 


1-1 

2 


1 



0 


0 

2 

-1 



0 

1 

-1 

1 

y 

= 

0 


1 

-1 

1 

y 

= 

0 

4 

-4 

5- 

-1 

z 


0 


4 

-4 

4 

z 


0 




"0 

2 


- 1 “ 


"1 

0 

Vi 





1 

-1 

1 

operaciones elementales v 

0 

1 

-1/ 






/2 





4 

-4 


4 


0 

0 

0 



La solution al sistema esta dada por: 
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1 



Z = lz 


E t 




M 


genf 


i 




2 




\ J 

. 


1 


es un vector caracterfstico asociado con A = 1. 


Determinemos E- 


(A-2I)\ = 0. 


"-1 

2 

-1" 


"1 

o y 2 l 

1 

-2 

1 

operaciones elementales ^ 

0 


4 

-4 

3 


0 

0 0 


La solucion es: 

1 



z = lz 




"-2 n 



"-2 n 

E 2 = gen 


1 


• ; 

1 



4 



4 



\ J 

. 


V J 


es un vector caracterfstico asociado con A = 2 . 


Similarmente, encontremos E 3 . 


(A-3/)x= 0 


~-2 

2 

-1" 


"1 

0 

X] 

1 

-3 

1 

operaciones elementales v 

0 

1 

-1/ 


A 

4 

-4 

2 


0 

0 

0 


La solucion es: 

1 


X = —z 
4 

1 



z = lz 
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E, = gen 


1 




4 




v ^ v 

. 


(- 1 ) 

1 


es un vector caracterfstico asociado con A = 3 . 


EjempIo5 


Sea A = 


1 

-1 

0 


-1 

2 

-1 


0 

-1 

1 


Determinemos los valores y vectores caracterfsticos de A. 


det(A-/l/) 


1-A -1 0 

-1 2-A -1 

0 -1 1 -A 


= -A 3 +4A 2 -3A = 0 
= -A(A-l)(A-3)=0. 


Los valores caracterfsticos de A son A l = 0, A 1 =\, A i = 3. 

Ahora encontremos los espacios caracterfsticos correspondientes a cada valor de A 
E 0 , (A-OI)x = 0. 


1 

-1 

0 


1 

0 

-1 


-1 

2 

-1 

-> 

0 

1 

-1 

, entonces 

0 

-1 

1 


0 

0 

0 



x = lz 


y - lz 
z = lz 


E 


1» 


E 0 = gen 




ivly 


(A-I)x = 0. 


"0 

-1 0 " 


1 

0 

f 

-1 

1 -1 

-> 

0 

1 

0 

0 

-1 0 


0 

0 

0 


, entonces 


x = -1 z 
y = 0z 
Z = lz 
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= gen 


0 

v 1 j 


E 3 , (A-3/)x = 0 . 


“-2 - 

1 0 " 


"1 

0 

- 1 “ 

-1 - 

1 -1 


0 

1 

9 



0 - 

1 -2 


0 

0 

0 


£ 3 = gen 


-2 

v 1 j 


, entonces 


x = 1 z 
y =-2z 
z = lz 


EjempIo6 


Sea A = 


0 1 0 
0 0 1 
1 -3 3 


det {A —XI) = 


entonces 

-A 1 
0 -A 


1 -3 3 -A 


= 0 


A 3 -3A 2 +3A-l=0, 

(A- 1) 3 =0. 

Luego A = 1 es el unico valor caracterfstico de A con multiplicidad algebraica de 3. 
Ahoraveamoscualeselespaciocaracterfsticode A = 1 ■ Resolvemos (A —/)x = 0. 



'-1 

1 

0" 


1 

0 

-1“ 


0 

-1 

1 

-> 

0 

1 

-1 


1 

-3 

2 


0 

0 

0 


E, = gen 




vly 


entonces x — Z 
y = z 
z = z 
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Ejemplo7 
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Sea 


A = 


3 2 
2 0 

4 2 


4 

2 

3 


; entonces. 


det(A-/l/) 


3 -A 2 
2 -A 
4 2 


4 

2 

3-A 


= 0 


det(A-AI) = -A 3 + 6A 2 +15/1 + 8 = -(A + l) 2 (A-8) = 0. 


Luego A l = — 1 conmultiplicidadalgebraicade2y A 2 ~ 8 . 
Determinemos ahora los espacios caracterfsticos. 

E_, : (A + I)x = 0. 


“4 

2 

4" 


"1 

>< 

1 “ 

2 

1 

2 

-> 

0 

0 

0 

4 

2 

4 


0 

0 

0 







y 

= y 

i 

+ z 

0 



, 0 , 


, 1 , 


entonces x 2^ Z 

y = y 

z = z 


E_ i: gen 






E s : (A-8/)x = 0. 


"-5 

2 

4" 


1 

0 -1" 

2 

-8 

2 

- > 

0 

1 “X 

4 

2 

-5 


0 

0 0 




E s : gen 


Vi 


v!yj 


entonces 


x = lz 


y = 2 Z 
z = lz 


Observacion: la factorizacion del polinomio caracterfstico de A, en general, no es 
obvia. El algebra nos brinda dos resultados que pueden ser utiles a este respecto: 
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(1). El producto de todas las raices del polinomio 

P(l) = 1" +b ll _ l 1"~' +... + b l A + b 0 = 0 es (-1 ) n \. 

(2). Si b n _ v ..., b v b 0 son enteros, entonces P(/1) no puede tener una rafz racio- 
nal que no sea un entero. Luego las posibles raices racionales de P(/1) 
seran factores enteros de b iy Por supuesto, P(l) podrfa tener raices 

irracionales. Ademas, P(l) tambien podra tener raices complejas; si esto 
sucede, estas ocurren en pares conjugados. 

Ejemplo8 


Sea A = 


2 -1 
5 -2 


. Determinemos los valores y vectores caracteristicos de A. 


det(A-/l/) = 


2-1 -1 
5 -2-1 


= 0, entonces l 1 +1=0. 


De donde, l 2 = -1 y 1 = ±\J— 1, o sea 1 = ± i, \ = i y 1^ = -i. 
Veamos los espacios caracteristicos. 

E, : (A - il)x = 0. 


, luego (2 -i)x-y = 0 
(2 - i)x = y 


"2 -i 

-1 

X 


" 0 " 

5 

-2-i _ 

_y_ 


0 


Entonces, si x = 1, y = 2— i. 


Por tanto, - 


Ej ■ gen 


v 2 -ij 


es un vector caracterfstico correspondiente a l = i y 


f 1 

,2-Hl- 


Ahora, E_ i resulta de resolver (A + ;7)x=0. 
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"2 + i -1 

X 


"0" 


5 -2 + i 

_y_ 


0 

> lo cual lleva a (2 + i)x- y = 0 


Ahora, si x = 1, y = (2 + i), y entonces x 2 = 0 + ■ J • 

Observacion: note que l 1 = -i es el conjugado complejo de l l = i, y ademas los 
componentes de x 7 son conjugados complejos de los componentes de x,. Este 
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hecho no es casual y se puede demostrar que los valores caracterfsticos de una 
matriz real ocurren en pares conjugados complejos y los vectores caracterfsticos 
correspondientes son conjugados complejos entre sf. 

16.3 Propiedades 

Teorema 3 

Sea A una matriz nxn ysean A l ,A 2 ,...,A m valores caracterfsticos diferentes de A 
con sus correspondientes vectores caracterfsticos Entonces 

Xj,x 2 ,...,x m son LI. 

Demostracion 

Razonamos por induction sobre m. 

1. m = 2. Supongaque C^+C^x,, = 0. (1) 

Hagamos (1) x A : CjAx, +C, Ax 2 = 0. 

Como x, y x, son vectores caracterfsticos correspondientes a valores 
caracterfsticos A I y A , entonces Ax ; = A.x., i = 1, 2. 

Luego C l A l x l + C, /l 2 x, = 0. (2) 

Multiplicamos (1) por A, y se resta de (2). 

c, (A, -A 2 )x 1 +c 2 jx 2 = 0, 

C 1 (A l -A 2 )x 1 = 0. 

En esta igualdad x t ^ 0 ya que es un vector caracterfstico; (A l -A 2 ) ^ 0 
porque A l A,, entonces C, = 0. Sustituimos este valor en (1) y se 
obtiene C 2 x, = 0;portanto, C 2 = 0 y concluimos que x t y x 2 son LI. 

2. Supongamos que para m = k se cumple que Xj,x 2 , x k son LI y veamos 
para m = k +1. 

3. Sea C,x, +C 2 x 2 +... + C k x k +C k+l x k+l = 0. (3) 

Hagamos (3) x A: 

C[AXi +C 2 Ax 2 + ■■■ + C k Ax k + C k+x Ax k+l = 0, 
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y aplicando el hecho de que Ax ; = Ax n i - 1,..., k +1, tenemos: 

C^x, + C 2 A 2 x 2 +... + C k A k x k + C k+l A k+l x k+l = 0. (4) 

Multiplicamos (3) por A k+l y lorestamos de (4). 

i) x i + C 2 (A 2 -A k+X )x 2 + ...+ C k (A k -A k+t )x k 

+ C t+i 0. 

CM 1 -^+i) x i + C 2 (A 2 -A k+l )x 2 + ...+ C* (A k -A k+l )x k = 0. 

Como segun la hipotesis de induction x,, x 2 ,...,Xj son LI, entonces 
c i('l] -A k+1 ) = C 2 a 2 -A k+1 ) = ... = C k (A k -A k+1 ) = 0. 

Como los valores de A,, i = 1,..., k + 1 son diferentes, entonces 

C 1= c 2 = ...= C k = 0. 

Llevamos estos valores a (3) y obtenemos C lt+1 x /t+1 = 0, de donde C (+1 = 0. 

Concluimos entonces que Xj, x 2 ,...,x m ,x m+1 son LI, completando lapmeba 
para todo m. 

El teorema anterior establece que vectores caracteristicos correspondientes a 
valores caracteristicos diferentes son linealmente independientes. 

El resultado del teoremapuede verificarse en los ejemplos desarrollados. Ademas se 
observa que en algunos casos se encuentran tantos vectores caracteristicos 
linealmente independientes como la multiplicidad algebraica del valor A (ejemplos 
4, 5 y 7). En el ejemplo 7 el valor A =-1 tiene una multiplicidad algebraica 2 y se 
determinan dos vectores en la base del espacio caracterfstico correspondiente, esto 
es, dos vectores caracteristicos LI. Sin embargo, esto no siempre es asl; en el ejem¬ 
plo 6 el valor caraterfstico A = 1 tiene una multiplicidad algebraica 3 y un solo vector 
caracterfstico LI asociado con el. 

Definicion 4 

Sea A un valor caracterfstico de A. Entonces la multiplicidad geometrica de A es 
la dimension del espacio caracterfstico correspondiente a A (nulidad de la matriz 
A-AI). 


Para cada valor caracterfstico debe haber asociado al menos un vector caracterfsti¬ 
co. Si la multiplicidad algebraica de A es mayor que 1, por ejemplo si A es una matriz 

3x3 con dos valores caracteristicos A l y A-, con multiplicidades algebraicas 1 y 

2, respectivamente, entonces para A l habra asociado un vector caracterfstico y 
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para X, podra haber uno o dos vectores caracterfsticos LI. Es claro que no podran 
ser mas de dos ya que en el caso de que fueran tres vectores, se completarfan cuatro 
vectores LI en un espacio vectorial de dimension 3, lo cual es absurdo. 

Estas consideraciones quedan expresadas en el siguiente teorema. 

Teorema 4 

Sea X un valor caracterfstico de A. Entonces, 

multiplicidad geometrica de X < multiplicidad algebraica de X 

Teorema 5 

Sea A una matriz n x n. A tiene n vectores caracterfsticos LI si y solo si la multipli¬ 
cidad geometrica de todo valor caracterfstico es igual a la multiplicidad algebraica. 

En particular, A tiene n vectores caracterfsticos LI si todos sus valores caracterfsti¬ 
cos son diferentes. 

La deduccion del teorema resulta evidente de los resultados establecidos en los 
teoremas 3 y 4. 

Teorema 6 

Los valores caracterfsticos de una matriz triangular son las componentes diagonales 
de la matriz. 

La demostracion del teorema se deja como ejercicio. 

En el ejemplo 5 la matriz A tenfa un valor caracterfstico igual a 0, o sea que 
det(A-0/) = 0, luego detA = 0, lo cual significa que A no es invertible. 

Teorema 7 

A es invertible si y solo si X = 0 no es un valor caracterfstico de A. 

La demostracion del teorema se deja como ejercicio. 

Finalizamos esta section destacando algunas relaciones entre los valores caracte¬ 
rfsticos de A y los valores caracterfsticos de matrices relacionadas con A. 

Teorema 8 

Sea A nxn una matriz que tiene valores caracterfsticos X l , X 2 ,...,X k ; entonces: 

a. Los valores caracterfsticos de A T son X t , X ,,..., X k . 

b. Los valores caracterfsticos de a A son aX l , aX 2 ,..., aX k . 

c. Los valores caracterfsticos de A"'son X"', X 2 "‘ ,...,X'" k para m - 1, 2, 3... 

, , 1 1 1 

d. Si A existe, los valores caracterfsticos de A son —, —.....—■ 

X l x 2 x k 


Algebra Lineal el codigo fuente 
en MATLAB para ilustrar 
«Valores y vectores 
caracterfsticos» 

V___/ 
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Demostracion 


a. 


Si Xj es valor caracterfstico de A, detfA-A,/) = 0. 


Ahora, det (A - A,/) = det (A - A,/)' 


= det (A T -X,I T ) 
= det(A r -XJ). 


Luego Af,i = 1,..., k, es un valor caracterfstico de A 1 . 


c. 


Razonemos por induccion. 


Para m = 2. Si X, es un valor caracterfstico de A, 


Av = X t \. 


( 1 ) 


Multiplicando (1) por A, 

AAv = AX\, A 2 v = A, Ay. 

Aplicando (1), tenemos: 

A 2 v = X : X f y = X t 2 \. 

Esta ultima ecuacion significa que X 2 es un valor caracterfstico de A 2 . 

Supongamos que para m - k se cumple que A \ = X : k v. (2) 

Veamos para m-k + 1. 

Multiplicando (2) por A, 


AA k \ = AX k v, 
A* +1 v = X k As. 


(3) 


Aplicando (l)en(3), 



Luego X t k+l es un valor caracterfstico de A 1+1 y esto completa la prueba. 
Los literales b y d se dejan como ejercicio. 
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Eyer^cios 

Modulo 16 


Sea A = 


. Determine cuales de los siguientes vectores de M" son vectores caracterfsticos de A; en caso de 


2 2 
2 2 

serlo, determine el valor caracterfstico asociado. 


a. 

(2, -1) 

d. 

(4, 4) 

b. 

(2, 2) 

e. 

(-6,6) 

c. 

(3,-3) 

f. 

(-1,2) 


En los ejercicios 2 a 12 encuentre los valores y vectores caracterfsticos de la matriz dada. 


' 0 f 

3. 

1 0" 

4. 

"0 

-1" 

-1 0 


1 1 


-1 

0 



"1 1 0 " 


"1 -1 4" 


1 

o 

o 

o 

1 _ 

5. 

0 -1 1 

0 0 2 

6. 

3 2-1 

2 1 -1 

7. 

10 0 0 

0 0 11 

0 0-24 


"-3 

-7 

-5“ 


a 

0 

0 

0 " 



a 

b 

0 

0 " 

2 

4 

3 

9. 

0 

a 

0 

0 


10. 

0 

a 

0 

0 

1 

2 

2 


0 

0 

a 

0 



0 

0 

a 

0 





0 

0 

0 

a 



0 

0 

0 

a 

a 

b 0 

0 " 


a 

b 

0 

0~ 







0 

a c 

0 

; be *0 12. 

0 

a 

c 

0 

; bed * 0 






0 

0 a 

0 


0 

0 

a 

d 







0 

0 0 

a 


0 

0 

0 

a 








13. Sea A una matriz diagonal de orden n cuyos elementos de la diagonal principal son A,, X,,..., A n . Determine el 
polinomio caracterfstico de A y sus valores caracterfsticos. 
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14. 


Sea A una matriz triangular de orden n. Determine el polinomiocaracteristicode A as! como sus valores caracteristicos. 


15. Supongaque A x es un valor caracteristico de la matriz A, y A 1 es un valor carcteristico dc la matriz B. ( -,Es A t +A 2 un 
valor caracteristico de A + B ? 

16. Realice una demostracion del teorema 7. 

17. Demuestre las partes by d del teorema 8. 

18. Sea A una matriz real den x n. Demuestre que si A i es un valor caracteristico complejo de A con vector caracteristico 
Vj, entonces A, es un valor caracteristico de A con vector caracteristico v,. 



Ejercicios del modulo 16 



Modulo 17 

El problema de la diagonalizacidn 

Contenidos del modulo 

17.1 Diagonalizacion 

17.2 Condicion necesaria y suficiente para que una matriz A nxn sea diagonalizable 

Objetivos del modulo 

1. Establecer una condicion necesaria y suficiente para que una matriz sea diagonalizable. 

2. Utilizar las propiedades de las matrices semejantes para trabajar algebraicamente 
con A a traves de su matriz diagonal equivalente. 

Preguntas basicas 

1. /C’uando una matriz A nxn es diagonalizable? 

2. Si A y B son matrices semejantes, / como son sus polinomios caracterfsticos y sus 
valores caracterfsticos? 


Introduccion 


El problema de la diagonalizacion puede enunciarse de la siguiente forma: «Dada 
una matriz A de n x n encontrar, si es posible, una matriz D diagonal, similar o 
semejante a la matriz A». 

Este problema esta mtimamente relacionado con el problema de la determination de 
los valores y vectores caracterfsticos de A, como veremos en el desarrollo siguien¬ 
te. 



Vea el modulo 17 del programa 
de television Algebra Lineal 


\ _ / 
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El problema de la diagonalizacion consiste 
en encontrar una matriz D tal que D-P'AP. 
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17.1 Diagonalizacion 

Definicion 1 


Decimos que la matriz A nyn es diagonalizable si es similar a una matriz diagonal D. 
Es decir, si existe una matriz invertible P tal que 

D = P'AP. 

Ejemplol 


La matriz A = 


3 2 
3 4 


es similar a B T = 


1 0 
0 6 


dada en el ejemplo 1 del modulo 16 es diagonalizable ya que A 

. Ambas matrices son representaciones de la transforma- 



X 


3x + 2y 

cion lineal T : K 2 —> K definida por ^ 

_y_ 


3x + 4y 


■ La matriz A esta referida 


a la base estandar y la matriz B T esta referida a la base formada por los vectores 

" 2 “ 

3 


caracteristicos LI 
matriz P. 

Podemos verificar que: 


. Estos vectores forman las dos columnas de la 


1 

o 

_1 


1 

<N 

-1 

"3 2 

" 1 2 

° 6 


-l 3 


_3 4_ 

-1 3 


Teorema 1 

Si A y B son matrices similares de n x n, entonces Ay B tienen la misma ecuacion 
caracterfstica y por consiguiente los mismos valores caracteristicos. 

Demostracion 


Si A y B son similares entonces existe una matriz P tal que B = P 1 AP, y por tanto 
det (B -XI) = det (P~'AP - XI) = det {P 'AP- P~'XIP) = det (P l (A-XI)P) 

= det P~' det (A- XI)dti P = det (P l P)det(A-XI) = det / det (A- XI) 
=det(A-XI). 


228 


,Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 






















Modulo 17 : El problema de la diagonalizacion 

17.2 Condition necesaria y suficiente para que una 
matriz A sea diagonalizable 

Teorema 2 

Una matriz A de n x n es diagonalizable si y solo si tiene n vectores caracterfsticos 

LI. En este caso, A es similar a una matriz diagonal D, con P'AP = D, cuyos ele- 
mentos en la diagonal son los valores caracterfsticos de A. P es una matriz cuyas 
columnas son respectivamente los n vectores caracterfsticos LI de A. 

Demostracion 


Supongamos que A es similar a D, con 


A, 

0 



0 


0 

0 


entonces 


0 . A n 


D = P ' AP, demodoque PD = AP. Sea P la matriz cuyas columnas son x^x,,..., \ ri 


P =[ X X , X „]’ 

AP = [AjCj, Ax 2 ,..., Ax r ..., Ax n 1. 


Ahora, 


PD = [x p x 2 ,..„ x.,..., 



0 

4 


o 


0 

0 

A n 


= \A l x 1 ,A 2 x 2 


A jX j, 


A*,]- 


Luego 


[Ax r Ax 2 ,..., AXj,..., Ax n ] = \A 1 x 1 ,A 2 x 2 ,..., AjXj,..., A„x n ],de donde 


Ax.=A.x. i = \,...,n. 

Como P es invertible, sus columnas son LI y x ; 0 para 7 = 1,..., n~ Portanto, A f es 

un valor caracterfsticos de A y x ( un vector caracterfstico correspondiente. En¬ 
tonces A tiene n vectores caracterfsticos LI. 

Recfprocamente, supongamos que A tiene n vectores caracterfsticos LI x 1 ,x,,..., x n 

con valores caracterfsticos correspondientes A i ,A 2 ,...,A n . Sea P = [x,,x 2 ,..., x n ] la 
matriz cuyas columanas son los n vectores caracterfsticos LI; entonces P es invertible. 
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Como AXj = AjXj para j= 

[Axj, Ax 2 ,..., Ax n ] = [A l x l ,Z,x 2 ,..., A n x n ], 

AP = PD ■ 

Multiplicando a ambos lados por P~ l , tenemos: 

P l AP = D, 

lo cual significa que A es diagonalizable. 

Corolario 

Si 4 tiene n valores caracteristicos distintos, entonces A es diagonalizable. 

nxn 

Observacion 

El teorema 5 del modulo 16 establece la siguiente equivalencia: 

1. A tiene n vectores caracteristicos LI <=> multiplicidad geometrica de X i es 

igual a la multiplicidad algebraica de i = I, m , y el teorema anterior 
dice que: 

2. A es diagonalizable <=> A tiene n vectores caracteristicos LI. 

De 1 y 2 tenemos que: 

A es diagonalizable <=> multiplicidad geometrica de A- es igual a la multiplicidad 
algebraica de A, , i = 1 ,..., m, siendo m el numero de rafces diferentes del polinomio 

pay 

Ejemplo2 


En el ejemplo 7 del modulo 16 determinamos para A - 


3 2 4 
2 0 2 

4 2 3 


sus valores y 


vectores caracteristicos asl: det (A -AI) = -(A + 1) 2 (A -8) = 0 con vectores ca- 


racterfsticos 

Vi 

l 

y 

"-f 

0 

correspondientes a A = -1 y 

" 1 “ 

X 

2 = 8. 

0 


l 


1 


correspondiente a 
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LuegoA tiene tres vectores caracteristicosLIy portantoA es diagonalizable, siendo 


D = 


-1 

0 

0 


0 0 

-1 0 

0 8 


La matriz P que diagonaliza la matriz A es: 


Zi 


p = 


1 

o 


-l 

0 

1 


1 

Yi 

l 


Entonces, 


P'AP = D. 

P(P'AP)P' = PDP 1 , 
(PP-')A(PP-') = A = PDP 1 . 


En el teorema 6 del modulo 13 demostramos que si A es similar a B, A" es similar a 
B". Para nuestro ejemplo. A” es similar a D", o sea: 

A" = PD"P' > 


-1 r 

'(-i) n 

0 

0' 

1 

x — 

'-2 

8 

-2 

1 0 x 

0 

(-D" 

0 

-4 

-2 

5 

9 

0 1 1 

0 

0 

(8)" 

4 

2 

4 


En particular, si se desea obtener A' 0 , bastaria hacer el producto indicado con n = 20, 
en lugar de multiplicar 20 veces por la matriz A. 

Ejemplo 3 

Las matrices de los ejemplos 1, 3,4, 5, 7 y 8 del modulo 16 son diagonalizables ya 
que para cada una de ellas se determinaron n vectores caracterfsticos LI. En el 
ejemplo 2, modulo 16, se planted la matriz identidad que ya es diagonal, y en el 
ejemplo 6 del mismo modulo se obtuvo un valor caracterfstico de multiplicidad 
algebraica 3, al cual solo iba asociado un vector caracterfstico LI, luego la matriz 
propuesta en el ejemplo 6 no es diagonalizable. 


Cuando estudiamos las propiedades de las matrices similares (teorema 6, modulo 13) 
vimos que si A y B son matrices similares entonces det A = det B. 


Ahora, si A es similar a una matriz diagonal D, det A = det D. 


■N 


Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal ei codigo tuente en MATLAB 
para iiustrar «Diagonalizacion de 
matrices” 

V _/ 
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La matriz diagonal similar a A tiene sobre la diagonal los valores caracteristicos de A; 
entonces, 


det A = /lj A 2 ,..., /L n . 

Tambien establecimos que las distintas representaciones de una misma transforma- 
cion lineal son matrices similares (teorema 5, modulo 13), luego con cualquier repre- 
sentacion matricial que trabajemos obtendremos los mismos valores y vectores 
caracteristicos. 
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Eyer^cios 

Modulo 17 


Enlos ejercicios 1 a6determine si lamatrizdadaA esdiagonalizable; encasode serlo, determine las matrices P,Dy P 1 tales 
qu eA = PDP~'. 


'0 

1 

O' 


'-2 


-2 

-4' 


( 1 

1 

0 

O' 










-2 

4 


0 

0 

-1 

0 

0 

2. 

2 


3 

2 

3. 















0 

0 

2 

1 

v 0 

0 

2 y 


3 


2 

5 











V 



/ 


.0 

0 

1 

2y 

f 1 

2^ 



"0 

0 




fi 

r 







5. 





6. 






-2 

2y 



J 

0y 




v 0 

b 





7. Diagonalice A = 


f \ 1 ' 

0 Ky 


y emplee la diagonalizacion hallada para calcular A 1 


8. Si A es invertible y diagonalizable, ^es A 1 diagonalizable? 

9. SiAyfisondiagonalizablesconA = p~ l D P y B = Q~' D 2 Q, yes A B una matriz diagonalizable, con /) /), su matriz 
diagonal equivalente? yEs A + B diagonalizable, con I) + Z), su matriz diagonal equivalente? 
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Modulo 18 

Aplicaciones de la teoria de 
valores y vectores caracterfsticos 

Contenidos del modulo 


18.1 Ecuaciones en diferencias 

18.1.1 Un modelo de crecimiento poblacional 

18.2 Procesos de Markov 

18.2.1 Modelo de funcionamiento de una maquina 

Objetivos del modulo 



Una de las aplicaciones mas interesantes 
de los valores caracterfsticos es poder 
determinar el comportamiento de un 
sistema que pasa por varios estados, donde 
el estado siguiente solo depende de su 
estado anterior en una etapa avanzada del 
proceso. El metodo para hacerlo se debe al 
matematico y lingiiista ruso Andrei 
Andreyevich Markov (1856-1922) y se 
conoce como cadenas de Markov. 


1. Mostrar aplicaciones a la ingenierfa de la teoria de valores y vectores caracterfs¬ 
ticos. 

2. Estudiar sistemas dinamicos en crecimientos poblacionales y procesos de Markov. 

Preguntas basicas 


1. ( ',C6tno se conforma la matriz de transicion de un proceso en un sistema dinami- 
co? 

2. Analizando los valores caracterfsticos de la matriz de transicion A en el estudio de 
una poblacion, ^como se sabe si la poblacion crece o decrece? 

3. ^Que es un proceso de Markov? 

4. ^Que es una matriz de probabilidad? 

5. ( ',Cuando un proceso de Markov alcanza su estado estacionario? 

Introduction 


En esta section presentaremos algunas de las aplicaciones mas importantes de la 
teoria de valores y vectores caracterfsticos. Estas son: ecuaciones en diferencias y 
procesos de Markov. 



Vea el modulo 18 del programa 
de television Algebra Lineal 

V_J 
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18.1 Ecuaciones en diferencias 


Un proceso que va pasando a traves de diferentes estados cada cierto intervalo de 
tiempo, esto es, un proceso discreto en el tiempo, se describe usualmente como un 
sistema de ecuaciones en diferencias. 

18.1.1 Un modelo de crecimiento poblacional 

Estudiaremos un modelo de crecimiento poblacional para una especie de venados 
donde se han determinado las siguientes condiciones: 

1. El numero de hembras es igual al numero de machos. 

2. La poblacion se considera dividida en dos grupos de edad que son: 


P j n _ i: poblacion juvenil (inmadura) de hembras en el ano n- 1. 

P a n _ i: poblacion adulta de hembras en el ano n - 1. 

La poblacion juvenil es aquella entre 0 y 1 ano, y la poblacion adulta es la que 
tiene mas de un ano de edad. 

El crecimiento de esta poblacion se estudia a traves de las hembras, y ha- 
ciendo uso de la primera condition podemos saber como va la poblacion en 
cualquier periodo. 

3. Hay una tasa de supervivencia a de los venadosjovenes que sobreviviran 
para ser adultos en el ano siguiente. 

Para los adultos tambien hay una tasa de supervivencia fi de los adultos 
sobrevivientes para el periodo siguiente. 

4. Cada hembra adulta produce, en promedio, k hembras jovenes para el perio¬ 
do siguiente. 

Haciendo uso de la information suministrada podemos expresar las poblaciones de 
hembras jovenes y adultas en el periodo n, asf: 


P =kP 


P a ,,=aP in _^pP an _ v 
o P n = AP n _ p donde P n = 


Entonces, si P 0 es la poblacion inicial de hembras jovenes y adultas, podemos 
expresar las poblaciones en los periodos siguientes asf: 


rp.i 


"0 

k 


r p in ,i 

],n 

, A= 


, p,, = 

J,n-l 

P 

a,n 


a 

p_ 


P , 

a,n-1 _ 


P, = AP 0 , P 2 = AP, = A(AP 0 ) = A 2 P 0 , P 3 = AP, = A(A 2 P 0 ) = A 3 P 0 . 


Luego la poblacion en el periodo n esta dada por: 
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P„=A"P 0 . 


Determinemos para A sus valores y vectores caracterfsticos: 
-X k 

det (A-AI) = =0. 

a P~A 


-Xp + X 2 -ak = 0, entonces X 2 - Xp - ak = 0, de donde 


„ P±Jp 2 + 4ak 

X =---, con p, a y k cantidades positivas. 


. p + Jp 2 +4ak p-jp 2 +4ak 

/L =- y A, = -. 

2 2 

Analizando estas expresiones podemos afirmar que: 

X l > 0, X 2 < 0 y |/lj| > |/l 2 |. 

A cada valor de X va asociado un vector caracterfstico. Si Vj y v 2 son los vectores 

caracterfsticos correspondientes a \ y X 2 , respectivamente, entonces Vj y v 2 
son LI. 

La poblacion inicial P 0 se puede expresar como combination lineal de v, y v 2 asf: 

P 0 = + u 2 x 2 . 

Como P (l = A"P 0 , entonces 

P = A'^Vj +a 2 v 2 ) = fl,A”v j + a 2 A"v, 

= a i X 1 "x 1 +a 2 X 2 " v,, yaque A"V[ =X l "v 1 y A''v, =X 2 x 2 (teorema8, 

parte c, modulo 16) 


= K 


/ 

'A 

n \ 

a, y, + ci n 



11 2 

V 

Ay 

1 

/ 



f -O 

| Aj | > |/l 2 1 > 




tiende a cero cuando n es grande, entonces 


P 


( 1 ) 


A largo plazo la distribution de edades se estabiliza y es proporcional a v,. Cada 
grupo de edad cambiara por un factor cada ano. 
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Es importante notar toda la information que podemos obtener del calculo de los 
valores y vectores caracteristicos: 

Una pregunta importante de resolver es: <Ja poblacion crecera o decrecera? Aumen- 
ta si 1, > 1, y esta condition se verifica cuando 


P + -\j~p + 4 cck 
2 


yjp 2 +Aak >2-p. 


Elevando al cuadrado, 

P 2 +4ak>4-4p + p\ 


4ak > 4-4/3, 


k > 


i -p 


a 


Supongamos ahora que en esta poblacion de venados se tienen: 


k = 1, a = 0.6, P = 0.8 y P 0 
Entonces, 


100 

200 


A = 


0 1 
0.6 0.8 


luego 


det {A-XI) 


-X 

0.6 


1 

0 . 8-1 


= l 2 -0.81-0.6 = 0, 


1 = 


0.8 ±V(0.8) 2 +4x0.6 


4=1.27, 4 =-0.47. 


Sabemos que a la larga la poblacion se estabiliza y se calcula de acuerdo con la 
ecuacion (1). En consecuencia, la poblacion crecera porun factor aproximado de 1.27. 

Los granjeros y otras personas del area no quieren que la poblacion crezca. Pueden 
controlar la poblacion «cosechandola» (permitiendo la caza de venados adultos); si 
h es la proporcion de poblacion cosechada en cada periodo, entonces la proporcion 
de supervivencia 1 6 de la poblacion adulta se disminuye en li y la matriz A para el 
modelo sera: 


A = 


0 

0.6 


1 

0.8- h 
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Veamos que pasa si h = 0.6. En este caso 


A = 


0 1 
0.6 0.2 


, det(A-l/) = 


-1 1 
0.6 0.2 -A 


= A - 0 . 2/1 - 0.6 = 0 


. 0.2+ V0.04 +4x0.6 nco 

y A =-2- = u ' 88 ' 

Asf que 1, < I y la poblacion decrecera, luego h = 0.6 es una cosecha demasiado 
grande que terminara por extinguir la especie. 

Si queremos que la poblacion permanezca estable, esto es, que no crezca ni desapa- 
rezca, el valor caracterfstico mayor (A l ) debe ser igual a 1. 


Entonces 


4 = 


P + ^p 2 +AaK ] 


(0.8 - h) + ^(0.8-h) 2 +4x0.6 


= 1, 


h = 0.4. 

Asf que una proportion de caza igual a 0.4 mantendra estable la poblacion. 

Ejemplo 1 

Una especie animal esta clasificada en dos etapas de vida: juvenil (hasta un ano de 
edad) y adulta. Suponga que las hembras adultas paren una vez al ano un promedio 
de 1.6 hembras juveniles. Cada ano sobrevive 30% de los juveniles para transfor- 
marse en adultos y sobrevive 80% de los adultos. 

Veamos como estarfa dada la poblacion de esta especie en un periodo cualquiera k. 


P* = 



de donde 


Pj. t 

P a . i =0.3/> M _i+0.8F ait . I 


'V 


" 0 

1.6" 

'V.' 



0.3 

0.8 

P a,k- 1. 


I’ = A I* 


Veamos como se comporta este sistema, analizando sus valores y vectores carac¬ 
terfsticos. 


det(A- Al) 


-A 

0.3 


1.6 

0 . 8-1 


= l 2 -0.81-0.48 = 0, 




Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «Aplicaciones valores 
y vectores propios» 

V_/ 
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, 0.8 ±V0.64 +4x0.48 0.8 ±1.6 

A — - — - . 

2 2 

Luego 2, = 1.2 y Z = -0.4. 

La poblacion crece porque el mayor valor caracterfstico de A es 1.2 cuya magnitud 
es mayor que 1. 

Determinemos los vectores caracteristicos asociados a /L, = 1.2 y Z = -0.4. 

Para Z =1-2, resolvemos (A - 1.27) x = 0. 

-1.2 1.6] 0.3x-0.4y = 0 

m r, a ’ entonces „ , 

0.3 -0.4J 3x = 4y 


4 

Si x = 4e y=3, entonces x. = 

L 3 . 

Para Z = -0.4, (A + 0.4 7) x = 0. 


0.4 1.6 
0.3 1.2 


, entonces 


0.4x+1.6y = 0 
4x = -16y o x = -4y 


Si x = 4, y 



Si la poblacion inicial P 0 la expresamos en terminos de Xjy x,, entonces 


Pq — ci^ x + CI^X-, , 

P n = A"P 0 = A" (fljX! + fl,x 2 ), 

— A X^ + Gr, A X 0 — c/^Z Cl-,Z x ? . 

\Z> \ = 0.4 < 1. Cuando n es grande, Z" —> 0 y P « o 1 /i 1 "x 1 . 


La poblacion crece con un factor constante igual a 


La tasa de crecimiento final es de 1.2, que es un 20% anual. El vector caracterfstico 


x i 


4 

3 


muestra que habra cuatro juveniles por cada tres adultos. 


En los modelos estudiados se describe un proceso que esta determinado por medio 
de la matriz A. El vector P 0 se llama estado inicial del proceso y el vector P n para 
n e N se llama n-esimo estado del proceso. 


240 


,Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 















Modulo 18: Aplicaciones de la teorfa de valores y vectores caracterfsticos 


A la matriz A se le conoce como la matriz de transition del proceso y a la ecuacion 
P n = A"P n l se le llama ecuacion matricial en diferencias o sistema dindmico. 

Teorema 1 

Sea A una matriz diagonalizable n x n con vectores caracterfsticos linealmente 
independientes v n y sus correspondientes valores caracterfsticos 

A V X 2 ,..., A n . La solucion del sistema dinamico X k = AX tl se expresa asf: 

^■k ~ c \\ v i + c 2 A, v 2 +... + c n A n \ n , 
donde los coeficientes c 1 ,c 2 ,...,c n son tales que: 

X 0 = c 1 v 1 +c 2 v 2 + ...+c„v„. 

Demostracion 

Los vectores v 1 ,v 2 ,...,v jl forman una base del espacio V (M" o C"), luego X 0 se 
puede expresar en esta base como X o = qv, +c 2 v, +... + c n v n . 

Como Xj. =AX W , entonces 


X, = AX 0 , X 2 =AX 1s X 2 = A 2 X 0 ,...,X, = A k X 0 . 

Luego 

X t . = A t '(c 1 v 1 +c 2 v 2 +... + c„v„) 

= CjA*Vj + c 2 A k \ 2 + ... + c n A k y n . 

Aplicando el teorema 8, modulo 16, donde se establece que si X t es un valor 

caracterfstico de A, X" es un valor caracterfstico de A", tenemos: 

7 1 

^k ~ C lA V 1 + C 2 ^2 V 2 C n^n ^n' 


18.2 Procesos de Markov 


Sean 5,, St,..., S„ los estados posibles de un sistema S. Supongamos que S se 

observa en los tiempos dados 7j,7 2 ,..., 7’. Una cadena de Markov es un proceso en 
el cual la probabilidad empfrica de que S se halle en un estado particular al tiempo 
T k depende solamente del estado en que se halle S en el tiempo 7’._ [ . 

La matriz de transicion en un proceso de Markov es una matriz de probabilidad. 






IO 


Escuche la biografia de Andrei 
Andreyevich Markov en su 
multimedia de Algebra Lineal 
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Definicion 1 

Sea A una matriz n x n. A es una matriz de probabilidad si se cumple que: 

i. ciy > 0 para toda i y j. 

ii. La suma de las componentes en cada columna es 1. 

Antes de plantear modelos de procesos de Markov veremos una propiedad impor- 
tante de las matrices de probabilidad. 

Teorema 2 

Sea A n/n una matriz de probabilidad; entonces, 2 = 1 es un valor caracterfstico de A. 

Demostracion 

2 = 1 es un valor caracterfstico de A si det (A -17) = 0, 



1 

i _ 

a n 


II 

1 

-< 

a 2I 

a 22 — 1 

' a 2„ 


. a nl 

a «2 ■ 

■ a ml — 1 


Como A es una matriz de probabilidad, 

n 

y a = i 5 para n (la suma sobre cada columna es 1). 

1=1 

n 

En la matriz A - /, la suma sobre cada columna sera ^ a ij ~ 1 = 0- 

i=i 






/?j +(/?2 A...+R n ) 


n 

n 

n 







■■ 


0 

0 

0 

/-I 

a 2\ 

z'-l 

a 22 ~ 1 

1=1 

a 2n 

= 

a 2l 

a 22 -1 • 

a 2 n 

a nl 

a „2 

■■ a n„ ~ 1 


a nl 

a„ 2 ■ 

■ a nn —1 


18.2.1 Modelo de funcionamiento de una m&quina 

Suponga que una maquina esta siempre en alguno de estos tres estados: (1) parada 
sin reparacion (P), (2) en necesidad de ajustes (N), (3) trabajando bien (T). 
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Sea: 
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N T 


X 

X 

X 


Xs 

Xs 

Xs 


p 

N 

T 


con a tJ : probabilidad de que una maquina que se encuentre en el estado j pase al 
estado i en el periodo siguiente. 


Asumimos que la probabilidad de estar en uno cualquiera de los estados al final de 
un periodo depende solo del estado en que se encontraba la maquina al principio 
del periodo, o sea, el final del periodo anterior. 


Sea X, = 


* 2 ,, 

* 3 , 


, donde X j t es la probabilidad de que la maquina este en el estado 


i al principio del periodo t. 

Entonces AX,, = X,. 

Si X 0 es la distribucion de probabilidad inicial, 

AX 0 = X p AX,=X 2 , aax 0 = a 2 x 0 ... 

X„=A"X 0 , «>1. 

Por ejemplo, si la maquina esta trabajando bien al principio del periodo, entonces 



"0" 


1 X Xs 

" 0 " 


%8 

X 0 = 

0 

. x = 

0 X Xs 

0 

= 

^8 


1 


X Xs_ 

1 


Xs_ 


Si consideramos una factorfa donde cada maquina se comporta con una distribu¬ 
cion de probabilidad como muestra Xj, podemos esperar que 1/18 de las maquinas 
esten paradas, 4/9 necesiten ajustes y 1/2 esten trabajando bien. 

El comportamiento de la maquina esta dado por la matriz A. La secuencia de vectores 
Xj,X 2 ,..., X n se llama cadena de Markov. 

Veamos, si A es diagonalizable, como calcular A" como el producto PD' P 1 . 


det(A-/l/) = 


1-A X Xs 
o Zi~ h Xs 

o X Xs-* 


= o, 
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a- a) 

a-/f) 

(i-A) 





8 1 

-X — 

18 4 


= 0, 


y 



= 0, 

j = 0 , 4 = 1 , 4=1 



Para A = 1, resolvemos (A - /)v = 0, 


de donde v 3 


1 

0 

0 


Para A = 1 / 6, se determina 


v 2 = 


1 

-4 

3 


Para A = 5/6, se encuentra v 3 


-7 

4 

3 


(veriffquelo). 


Luego 


“1 1 -7" 


"11 r 


o 

o 

0-4 4 

, P' = 

o -X X 

, £> = 

oxo 

0 3 3 


o X X. 


O 

O 

i_ 


Si se quiere saber el estado del proceso despues de cinco periodos, habiendo 
comenzado con las maquinas trabajando bien, entonces 


X 


5 


= A% 


= A 5 


0 

0 

1 


"i 

1 

-7" 

"1 

0 

0 

"ii r 

0 

-4 

4 

0 

(X) 5 

0 

o ”X X 

0 

3 

3 

0 

0 

(X) 5 _ 

.o X X. 


1 0.648 0.531 
0 0.201 0.268 
0 0.151 0.201 



"1 0.648 0.531“ 

'o' 


"0.531" 

y x 5 = 

0 0.201 0.268 

0 

= 

0.268 


0 0.151 0.201 

1 


0.201 
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Despues de cinco periodos la probabilidad de que las maquinas esten trabajando 
bien es de aproximadamente 0.2, esto es, aproximadamente 20%; poco menos del 
27% necesita ajuste y aproximadamento 53% estan paradas. 

Se quiere saber si existe alguna distribucion que se mantenga de un periodo a otro, 
esto es, si X, +1 = X,, X, +1 = AX, = X,. 


Vemos que el vector de probabilidad correspondiente a 2 = 1 verifica esta condi- 
cion. 


Cuando el proceso se comporta de acuerdo con esta distribucion, se dice que ha 


alcanzado su estado estacionario. Este vector es 


1 

0 

0 


; esto es, cuando todas las 


maquinas estan en el estado (1), o sea, paradas sin reparacion, ya no ocurre ningun 
cambio de estado de un periodo a otro. A esta situacion se llega cuando han trans- 
currido n periodos con n grande. 


El objetivo del analisis de Markov es calcular la probabilidad de que un sistema se 
encuentre en un estado en particular en un tiempo futuro y determinar el comporta- 
miento del sistema a largo plazo. 


Teorema 2 


Seaun proceso de Markov dado por la matriz A ylacadena Xj,X,,..., Si A es 
diagonalizable y todo valor caracterfstico de A distinto de 1 posee modulo menor 
que, 1 entonces: 

a. Lasucesion X,,X,,..., X A ... cuando k tiende ainfinitoconverge al lim X, = X , . 

k-> oo 

b. X„ es un vector del espacio caracterfstico de A asociado con 2 = 1, es 
decir, AX.,. = X,, 

Demostracion 


a. Como A es diagonalizable, la solucion X A de la ecuacion en diferencias o 

sistema dinamico X A = AX A [ esta dada por 


X A = C l A^\ l + C 2 /tfv 2 +... + C r A)v r + C r+l / l* +1 v r+1 +... + C n A*v„ (teorema 1). 

Supongamos que el valor caracterfstico 2 = 1 tiene multiplicidad algebraica 
r, y que |A r+1 |, |A r+2 |...|/l n | son menores que 1; entonces: 


X A = C lVl +C 2 v 2 + ...+C r v r + C r+I A* +1 v r+1 +...+ C n 2„\ 


Ahora, para cada i = r +1,..., n tenemos que: 
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lim Xf = 0 ya que U, I < 1. 

k —>oo 1 1 


Luego 


limX, 

k-> oo 


C t v i + C 2 \ 2 +... + C r \ r ...-X ai . 


b. Los vectores v,,v 2 ,..., y.son vectores caracteristicos asociados con X = l. 
Por tanto, X. L es un vector del espacio caracterfstico de,4 asociado con X = 1. 


X , se conoce como el estado estacionario del sistema. 

EjempIo2 

Cada ano 5% de la poblacion de la ciudad se muda a los suburbios y 3% de la 
poblacion de los suburbios se muda a la ciudad. Suponga que inicialmente 60% de 
la poblacion vive en la ciudad y 40% en los suburbios (figura 18.1). 


Veamos cual es la distribucion de la poblacion despues un ano. 


0.95 



0.97 


Figura 18.1 

Sean P y p las poblaciones de la ciudad y los suburbios en el ano n. 


"0.6" 


'P c ,o' 

0.4 


f,.o_ 



"0.95 

0.03" 

"0.6" 


"0.582" 

0.05 

0.97 

0.4 


0.4!8_ 


P, =0.95P (1 +0.03P () 
P s ,\ = 0-05 P c0 +0.97 P s0 


Despues de un ano, aproximadamente, 58% de la poblacion vive en la ciudad y 42% 
en los suburbios. 

Se quiere conocer la distribucion de poblacion que permanezca a traves del tiempo. 


P A , es un vector caracterfstico correspondiente a 2=1. 


"0.95-1 

0.03 


-0.05 

0.03 ' 


0.05 

0.97-1 


0.05 

-0.03 

> entonces 


0.05x = 0.03y 
5x = 3y 


Si x = 3, y = 5 , entonces v = 


3 

5 
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Se debe determinar dentro de los vectores de E l un vector de probabilidad (la suma 
de sus componentes debe ser 1). 


▼i 


3/8 

5/8 


es un vector de estado estacionario. 


Se quiere conocer la poblacion despues de k anos. Averiguemos los valores carac- 
teristicos de A. 


0.95-A 0.03 
0.05 0.97-A 


(0.95 - A)( 0.97 -A)- 0.0015 = 0, 


A 2 -1.92A +0.92 = 0, (A-l)(A-0.92) = 0, A I =1,A 2 =0.92. 

Determinemos un vector caracterfstico correspondiente a A, = 0.92. 


"0.95-0.92 

0.03 


"0.03 

0.03" 


0.05 

0.97-0.92 


0.05 

0.05 

> entonces 


0.03x = -0.03y 
x = -y 


Luego 



P 0= a 1 V l+«2 V 2> 


'0.6' 

= a. 

" 3 " 

+ 

" 1 ' 

0.4 

1 

_5_ 

1 

-1 


"3 

1 ! 0.6" 

1 


1 

0 ! 

5 

1 

0 

4^ 


0 

1 


1/8 

9/40 


P t = a, Af Vj + a 2 Af v 2 , 


"3" 

+ ^-(0.92) k 

' 1 " 

5 

40 

-1 


Cuando k —> oo, (0.92)‘ 


Oy^ 


3/8 

5/8 


A largo plazo la poblacion alcanza el estado estacionario que es el vector de proba¬ 
bilidad correspondiente a A = 1. 

La poblacion se estabiliza cuando 3/8 de ella vive en la ciudad y 5/8 en los subur- 
bios. 
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Ejendcios 

Modulo 18 


1. La poblacion de una cierta variedad de peces aumenta de manera que el crecimiento en cualquier ano es el doble del 
crecimiento en el ano anterior. Si inicialmente se tenfan 50 peces y despues del primer ano se contabilizaron 70 peces: 

a. Encuentre el tamano de la poblacion de peces en cualquier ano. 

b. Encuentre el tamano de la poblacion despues del quinto ano. 

c. Encuentre el ano en que la poblacion de peces alcanza 2800 individuos. 

2. Suponga que hay tres centros principales de camiones «mudese usted mismo». Cada mes, la mitad de los que estan 
en Boston y en Los Angeles van a Chicago, la otra mitad permanece donde esta y los camiones de Chicago se 
dividen igualmente entre Boston y Los Angeles. Si inicialmente la compafria tenia jc , y , z camiones en Boston, 
Chicago y Los Angeles, respectivamente, 

a. Encuentre la distribucion de camiones de la compafria en las tres ciudades, para cada mes. 

b. Determine cual sera a largo plazo la distribucion de camiones de la compafria. 

3. Cada ano 1/10 de la gente de Estados Unidos que vive fuera de California se muda dentro y 2/10 de la gente que vive 
dentro de California se muda fuera. Si inicialmente y 0 y z eran los tamanos de las poblaciones fuera y dentro de 
California: 

a. Encuentre, para el k-esimo ano, el tamano de la poblacion que vive fuera (dentro) de California. 

b. ( : ,Puede modelar este problema como un proceso de Markov? 

c. Encuentre la probabilidad de que un individuo de Estados Unidos, elegido al azar, viva fuera (dentro) de 
California en el fc-esimo ano. 

d. Encuentre la distribucion de la poblacion americana a largo plazo. 

4. Suponga que hay una epidemia en la que cada mes se enferma la mitad de los que estan sanos y muere la cuarta parte 
de los que estan enfermos. Suponga que inicialmente habfa s y e 0 individuos sanos y enfermos, respectivamente, y 
ningiin individuo habfa muerto. 

a. Encuentre la distribucion de la poblacion para el k-esimo mes y diga cual es la probabilidad en ese mes, para 
cada uno de los siguientes eventos: estar sano, estar enfermo, estar muerto. 

b. ^Puede modelar este problema como un proceso de Markov? 

c. Encuentre la distribucion de la poblacion a largo plazo. 

5. Un curso de Qufmica se imparte en dos secciones. Si cada semana dejan el curso 1/4 de los que estan en la seccion 
Ay 1/3 de los que estan en la seccion B, y 1/6 de cada seccion se transfiere a la otra:/ 

a. A largo plazo, ^cual sera la distribucion de alumnos? 

b. ^Puede modelar el problema como un proceso de Markov? 
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Para resolver ay b suponga que inicialmente tenfan x 0 e y estudiantes en las secciones A y B y ningun estudiante 
fuera del curso. 

6 . El crecimiento de un cultivo de bacterias en un medio nutritivo se observa cada dos horas y cada vez se encuentra 
que la poblacion ha crecido 30% con respecto a la vez anterior. 

a. Denote por P la poblacion de bacterias despues de 2 n horas y describa este proceso de crecimiento por 
medio de una ecuacion. 

b. Dado que la poblacion inicial es 1000 bacterias, determine P n y P . 

7. En un estudio de enfermedades infecciosas se mantiene un registro de brotes de sarampion en un colegio particular. 
Se estima que la poblacion P infectada en la n-esima semana esta dada por la ecuacion P n+r , = P n+1 - 1/5 P n . Si 
P o = OyP 1= 1000: 

a. Encuentre la poblacion de infectados en la n-esima semana. 

b. ^Se puede modelar el problema como un proceso de Markov? 

c. ^Cuantos infectados se tendran despues de transcurridas seis semanas? 

8 . Una poblacion de conejos criados en un laboratorio tiene las siguientes caracterfsticas: 

■ La mitad de los conejos sobrevive el primer ano. De estos, la mitad sobrevive el segundo ano. La duracion de 
la maxima vida es tres anos. 

■ Durante el primer ano los conejos no producen descendencia. El numero medio de descendencia es seis durante 
el segundo ano y ocho durante el tercer ano. 

Clase de primera edad 0 < edad < 1 

Clase de segunda edad 1 < edad < 2 

Clase de tercera edad 2 < edad < 3 

Si actualmente la poblacion consta de 24 conejos en la clase de la primera edad, 24 en la clase de la segunda edad y 

20 en la tercera edad, ( -,cual sera la distribution de conejos cuando hayan transcurrido diez anos? 

9. Una compafha de robotic a quiere fabric ar un brazo que debera recoger partes de una banda transportadora para 
colocarlas en otra banda. Ocasionalmente el brazo falla, pero el robot esta disenado para que en caso de falla se 
activen circuitos secundarios. En las observaciones se descubre que si el brazo falla en una ocasion, tendra exito la 
siguiente vez 97% de las veces. Si el brazo tiene exito en cierto intento, los circuitos secundarios se desactivaran 

y el brazo fallara la siguiente vez apenas 2% de las veces. ^Cumplira el brazo con el requerimiento del cliente de que 
trabaje exitosamente 98% de las veces? 

10. En un dfa dado, un estudiante esta sano o bien esta enfermo. De los estudiantes que estan sanos hoy, 95% estara 
sano manana. De los estudiantes que estan enfermos hoy, 55% estara enfermo manana. 

a. ^Cual sera la matriz para esta situation? 

b. Suponga que el lunes 20% de los estudiantes esta enfermo. ^Que fraccion o porcentaje de los estudiantes 
es probable que este enfermo el miercoles? 

c. Si un estudiante esta bien hoy, ^cual sera la probabilidad de estar bien dentro de dos dfas? 

d. ^Cual es la probabilidad de que despues de muchos dfas una persona dada este enferma? 
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Modulo 19 

Forma can6nica de Jordan 


Contenidos del modulo 


19.1 Matriz de Jordan 

19.2 Forma canonicade Jordan 

19.3 Procedimiento para obtener la forma canonicade Jordan de A 2xl . 

19.4 Generalization del procedimiento para obtener la forma canonica de Jordan 



Los procedimientos expuestos en este 
modulo aparecieron por primera vez en el 
trabajo del matematico trances Camille 
Jordan (1838-1922) titulado Tratado sobre 
sustitucion y ecuaciones algebraicas, 
publicado en 1870. 


Objetivos del modulo 


1. Determinarparacualquiermatriz A n/n , diagonalizableono,unamatrizsemejante 
J que es su forma canonica de Jordan. 


Preguntas basicas 

1. ^Que es una matriz bloque de Jordan? 

2. ^Que es una matriz de Jordan? 

3. /.Como esta formada la diagonal en una matriz de Jordan? 

4. ^Que es un vector caracterfstico generalizado? 

5. ^Como se conforma la matriz P que permite llevar A 2x2 a su forma canonica de 
Jordan? 

6 . Si A esuna matriz 3x3, ^como se obtiene la matriz P que lleva a A a su forma 
canonica de Jordan? 


Introduction 


La idea de la diagonalizacion de una matriz A nxn es poder encontrar una matriz mas 
«sencilla» semej ante a la matriz A con la cual se pueda operar mas facilmente. Sin 
embargo, no todas las matrices tienen n vectores caracterfsticos LI, es decir, no son 
semejantes a una matriz diagonal; en este caso se puede encontrar semejanza con 
otra matriz, no diagonal pero si mas sencilla que la matriz original. Veremos la forma 
de obtener estas matrices. 



Vea el modulo 19 del programs 
de television Algebra Lineal 
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19.1 Matriz de Jordan 


Comenzamos el proceso definiendo una matriz cuadrada N k , asf: 

"0 1 0 ••• 0 " 

0 0 1 0 


N k = 


0 

0 


0 

0 


0 

0 


1 

0 


N k es una matriz con unos arriba de la diagonal principal y ceros en las demas 
posiciones. 


Ahora formamos una nueva matriz B(A) = AI + N k ; a esta matriz la llamamos matriz 
de bloques de Jordan. 

'A 1 0 ••• 0 0" 

0 i 1 0 0 

0 0 0 ■■■ A L 

0 0 0 0 A_ 

B(A) es una matriz que tiene un valor A fijo sobre la diagonal, unos encima de la 
diagonal y ceros en las demas posiciones. 

Podemos considerar que una matriz bloque de Jordan de 1 x 1 (orden 1), sera 
B(A) = (A). 

Con las matrices de bloques de Jordan se forma la matriz de Jordan J, la cual tiene la 
siguiente forma: 


B(A) = 

kxk 


AW 0 ■■■ 0 

0 B 2 (A ,) ••• 0 

0 0 B r (A r ) 


/es una matriz que tiene en la diagonal matrices de bloques de Jordan y ceros en las 
demas posiciones. 
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Ejemplos 

F 2"' r (r o "c o 

i i 

O '2 1 0 1 0 

1. 0 iO 2 1 i 0 

0 L 0" 0 ~2 + 0' 

0 0 0 0 ' 3 


3 1 ! 0 
0 3 j 0 

o~oU 

i . 


Las anteriores son matrices de Jordan; los bloques de Jordan se han 
marcado con lmeas punteadas. 


2. Veamos las posibles matrices de Jordan de 3x3- 


A 1 

0 A 
0 0 


0 

1 

A 


formada por un bloque de Jordan de orden 3. 


A 

1 

! o 

0 

A 

i o 

0 

0 

]\\ 

h 

j o 

0" 

0 


1 

0 

I 0 

4 J 


0 

0" 

0 

K 

0 

0 

0 

4, 


formada por un bloque de Jordan de orden 2 y uno de orden 1. 


formada por un bloque de Jordan de orden 1 y uno de orden 2. 


formada por tres bloques de Jordan de orden 1. 


A l ,A 2 ,A } no necesariamente son distintos. 


19.2 Forma canonica de Jordan 

Para cualquier matriz A, real o compleja, se puede demostrar la existencia de una 
matriz de Jordan J semejante a A, tal que 


J = P 'AP ■ 

Este hecho es uno de los resultados mas importantes del algebra lineal, aunque su 
demostracion va mas alia del alcance de un curso inicial. 


La matriz J tiene sobre la diagonal los valores caracterfsticos de A. Esta matriz es 
unica excepto por el orden en que aparecen los bloques de Jordan. 
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EjempIo3 


Si A es similar a 7, 


1 1 0 ; 0 0 0 

0 1 1 '0 0 0 

i 

0 "0" T^O 0 

0 0 0 L 3"iD" 0 

0 0 0 0 [4 1 

0 0 0 0 0 4 


tambien es similar a: 











I 

I 





3 

1 0 

0 

o 

o 

0 


4 

1 

lO 

0 

0 

0 


0 

1 1 

1 

o 

O 

0 


0 

4 

!o 

0 

0 

1° 


0 

' 0 

1 

1 1 0 

0 


0 

0 

11 

i 

0 

'0 

•/, = 


1_ 


_ 1_ 


, j - 








0 

0 

0 

1 1 0 

0 


0 

0 

;o 

i 

1 

lO 


0 

0 

0 

0 ! 4 

1 


0 

0 

0 

0 

1 

;o 


0 

0 

0 

0 0 

4 


0 

0 

0 

0 

0 

3 


4 i; 0 0 0 0 

0 - 4 |- Cfj 0 0 0 

0 0 L 3"' 0 "0" D 

J I = I 

4 0 0 Oi 1 1 0 

0 0 0 J 0 1 1 

0 0 0 0 0 1 

y otras dos matrices de Jordan. 


La matriz J se llama forma canonica de Jordan de A. Si A es diagonalizable, la forma 
canonica de Jordan de A sera la matriz diagonal D equivalente a A, donde los blo- 

ques de Jordan seran los valores caracteristicos de A, X l ,X 1 ,...,X n no necesariamen- 
te distintos. 


A continuacion veremos como obtener la forma canonica de Jordan para una matriz 
A V2 . Si A es diagonalizable ya sabemos como obtener su matriz diagonal equivalen¬ 
te. Solo resta analizar el caso en el cual A tiene un solo valor caracterfstico X de 
multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geometrica 1. Bajo estas condiciones, si v, 
es un vector caracterfstico correspondiente al valor caracterfstico A, entonces exis- 
te un vector v 2 que satisface la ecuacion 


(A-M)v 1 = y r 
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19.3 Procedimiento para obtener la forma canonica 
de Jordan de A 2x2 

Definition 1 

Sea A una matriz de 2 x 2 con un solo valor propio A con multiplicidad algebraica 2 
y multiplicidad geometrica 1. Si v 2 es un vector caracterfstico correspondiente a A, 
entonces al vector v 2 tal que (A-AI)v 2 = v, se le llama vector caracteristico ge¬ 
nera l izado de A correspondiente al valor caracteristico A 

El siguiente teorema nos muestra la necesidad de encontrar el vector v 2 como un 
vector caracteristico generalizado. 

Teorema 1 


Sea A 1x2 con un unico valor caracteristico A y un unico vector caracteristico v, 
linealmente independiente. 


Sea v 2 un vector caracteristico generalizado de A correspondiente al valor caracte¬ 
ristico A, y P la matriz cuyas columnas son los vectores v,y v 2 . Entonces 


P 'AP = J, donde J = 


A 1 
0 A 


es la forma canonica de Jordan de A. 


Demostracion 


Como v 2 no es un vector caracteristico de A, v 2 ^ «v,, es decir, v, y v 2 son LI, 
entonces P es invertible. 


AP = A[Vj, v 2 ] = [Avj, Av 2 ] = [Avj, Av 2 ]. 

Como (A-AI)\ 2 = Vj, Av 2 -/,v 2 = v,, Av 2 = v, +A\ 2 , entonces 
AP = [Av 1 ,v 1 +A\ 2 ]. 

Ahora, 

PJ=[\ V \ 2 ] ' 

Luego 

AP = PJ , 

de donde p'AP = J. 


= [/Lv 1 ,v 1 +Ax 2 \. 
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EjempIo4 

Transforme la matriz A 


-10 

7 


-7 

4 


a su forma canonica de Jordan. 


Solucion 


det (A- XI) 


- 10-1 

7 


-7 

4-1 


= 0, 


l 2 + 61 + 9 = 0 —> (1 + 3) 2 = 0. 


Luego 1 = -3 es el unico valor caracteristico de A, con multiplicidad algebraica 2. 
Determinemos los vectores caracteristicos correspondientes a 1 = -3. 

(A + 3I)x = 0, 


“-7 

-7" 



" 0 " 


7 

7 



0 

> entonces 


—l X — ly = 0 
-lx = ly 

-x = y 


Por tanto, 


Si v, = 


1 

-1 



, el vector v 2 debe encontrarse como un vector caracteristico generali- 


zado. 

Para esto resolvemos (A+3/)v 2 = v,. 


-lx-ly = 1 


"-7 -7" 



' 1 " 


1 x + 1 y = -\ 

7 7 



-1 

> entonces 

1 


Si x = 0, y = -1/7, 


luego v 2 




" 1 0" 


"“X o" 


' 1 o " 

P = 

_-i -x 

^3 

II 

1 

<1 

l l 

— 

-7 -7 


' 1 O' 

"-10 -7" 

" 1 0" 


"-3 

1 " 

-7 -7_ 

_ 7 4 _ 

_-i -x. 


0 

-3_ 
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,Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 
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19.4 Generalization del procedimiento para obtener 
la forma canonica de Jordan de A nxn 

El metodo descrito puede generalizarse para obtener la forma canonica de Jordan de 
cualquir matriz. Es posible determinar el numero de unos arriba de la diagonal en la 
forma canonica de Jordan de una matriz A de n x n. 

Sea A j un valorcaracterfsticodeA con multiplicidad algebraica r y multiplicidad 

geometrica t t . Si A l ,A 1 ,...,A k son los valores caracteristicos de A, entonces el nu¬ 
mero de unos arriba de la diagonal de la forma canonica de Jordan de A es: 

Oi-O + Oi -t 2 ) + - + (r k -t k ) 

k k k 

i=i i=i i=i 

Si se conoce la ecuacion caracteristica de A, entonces se pueden determinar las 
posibles formas canonicas de Jordan de A. 

Ejemplo5 

Si el polinomio caracteristico de A es (A-3f(A + 4), entonces las posibles formas 
canonicas de Jordan de A son: 


1. A t = 3 con multiplicidad geometrica 3 y A 2 = -4. 


/ = £) = 


3 

0 

0 

0 


0 

3 

0 

0 


0 

0 

3 

0 


0 

0 

0 

-4 


2 . 


3. 


Aj = 3 con multiplicidad geometrica 2 y A 1 = -4. 

'3 0 0 O' 

0 3 10 

/ = 

0 0 3 0 

0 0 0 -4 

A I = 3 con multiplicidad geometrica 1 y A 2 = -4. 

'3 1 0 O' 

0 3 10 

/ = 

0 0 3 0 

0 0 0 -4 


Generalizando el procedimiento para hallar el vector caracteristico generalizado v 2 
de la matriz A 1/n no diagonalizable, podemos describir el proceso para encontrar 


Algebra Lineal Elemental y Aplicaciones 257 








Capitulo 4: Valores caracteristicos, vectores caracteristicos, diagonalizacion y formas canonicas 


los vectores caracteristicos generalizados en una matriz A 3x3 no diagonalizable. 


Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «La forma canonica 
de Jordan* 

V____ J 



Sea A una matriz 3x3 .Supongaque X es un valor caracterfstico de A conmultipli- 
cidad algebraica 3 y multiplicidad geometrica 1 y sea Vj el vector propio correspon- 
diente. Se puede demostrar que existe un vector v 2 tal que (A -AI)\ 2 = v con 
V! y v, linealmente independientes. Una vez obtenido v 2 puede determinarse v 3 
resolviendo (A-AI)\ 3 = v 2 talque v p v 2 y v 3 son linealmente independientes. Las 
columnas de la matriz P seran los vectores v p v 2 y v 3 y la forma canonica de Jordan 


sera J = 


A 1 0 
0 A 1 
0 0 A 


Ejemplo6 


En el ejemplo 6 del modulo 16, para la matriz 


A = 


0 

0 

1 


1 

0 

-3 


0 

1 

3 


con ecuacion caracterfstica (A -1) 3 = 0, determinamos un solo vector caracterfsti¬ 


co correspondiente a A = 1, 



Encontremos los vectores caracteristicos generalizados v 2 y v 3 , para determinar la 
matriz P = [v p v 2 ,v 3 ] talque P'AP = J. 


Resolvamos (A-/)v, = v,. 


-1 

1 

0 " 

X 


T 

0 

-1 

1 

y 

= 

l 

1 

-3 

2 

z 


l 


-l 

l 

0 ! 1_ 


"1 

0 

-1 j -2 

0 

-l 

l ! l 

1 

-> 

0 

1 

-1 

-1 

l 

-3 

2 i 1 


0 

0 

0 

0 


Si z = 0, x 


-ley 


—l, entonces 



x =-2 + z 
y = —1 +z 
z= z 
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Ahora encontremos v 3 , resolviendo (A-/J)v :s = v,. 


-1 

1 

0 " 

X 


-2 

0 

-1 

1 

y 

= 

-1 

1 

-3 

2 

z 


0 


'-1 

1 

0 ! 

-2 


"1 

0 

-1 

! 3 " 

0 

-1 

1 ! 

1 

-1 

—> 

0 

1 

-1 

! 1 

l 

1 

-3 

2 I 

0 


0 

0 

0 

|0. 


x = 3+ z 
y = l + z 

z= z 


Si z = 0, entonces 


v 3 = 


3 

1 

0 


Luego 


1 

-2 

3" 


"0 

0 

f 

1 

-1 

1 

, p' = 

1 

-3 

2 

1 

0 

0 


1 

-2 

1 



‘0 

0 

f 

"0 

1 

0" 

"1 

-2 

3" 


"1 

1 

0 " 

J = 

1 

-3 

2 

0 

0 

1 

1 

-1 

1 

= 

0 

1 

1 


1 

-2 

1 

1 

-3 

3 

1 

0 

0 


0 

0 

1 
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Ejertios^ 

Modulo 19 

En los ejercicios 1 a 9 determine si la matriz dada es de Jordan. 



"3 

f 


"3 

0" 



1 

0" 



"1 

2 

1. 

0 

-1 

2. 

0 

-1 


3. 

0 

0 


4. 

0 

1 













"1 

0 





1 

0 

0" 


1 

0 

0" 


0 

3 

5. 

"3 

-l" 

6. 

0 

3 

1 

7. 

0 

3 

1 

8. 

0 

0 


0 

1 


0 

0 

4 


0 

0 

3 


0 

0 


0 0 0 0 3 

a 0 0 0 0 
0 b 1 0 0 
OOfelO 
0 0 0 c 0 
0 0 0 0 c 


En los ejercicios 10 a 12 encuentre una matriz invertible P que transforme la matriz de 2x2 a su forma canonica de Jordan. 



"2 -7" 


"4 7 " 


"2 -f 

10. 

1 -12 

11. 

-7 -10 

12. 

! 4_ 


13. 


Reduzca la matriz a su forma canonica de Jordan: 


-2 

-2 

-1 


1 

1 

1 


0 

-1 

-2 


14. Haga lo mismo que en el ejercicio anterior con A = 


0 6 8 
>2 0 0 

0 K 0 


15. Escriba todas las matrices de Jordan de 4x4 posibles. 
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En los ejercicios 16 a 19 se da el polinomio caracterfstico de una matriz A. Escriba todas las posibles formas canonicas de 
Jordan de A. 


16. A 2 (A-l) 2 

18. (A - 2)(A + 3) 2 


17. (A + 3f(A-4f 

19. (A- 7) 3 


20. Usando la forma canonica de Jordan, demuestre que para cualquier matriz A de nx n, det A = A, A ,,..., A n , donde 
A l ,A 2 ,..., A n son los valores caracterfsticos de A. 


Ejercicios del modulo 19 




Capitulo 5 

Diagonalizacion 
ortogonal. 
Formas 
cuadraticas y 
aproximacion 
de valores y 
vectores 
caracteristicos 


Segun Morris Kline 1 , los valores caracterfsticos se originaron en el contexto de formas cuadra¬ 
ticas y en la mecanica celeste (el movimiento de los planetas), conociendose como ralces carac- 
terfsticas de la ecuacion escalar. 

Presentaci6n 


En el capitulo anterior tratamos el problema general de la diagonalizacion de una 
matriz. Ahora veremos un caso especifico importante que se presenta cuando la 

matriz A nxn es simetrica y es que estas matrices siempre son diagonalizables, de tal 
forma que la matriz P que diagonaliza a A es una matriz ortogonal. Este hecho tiene 
una aplicacion relevante en la reduction de formas cuadraticas en K 2 y K 3 . 

Finalizamos el capitulo presentando el teorema de las circunferencias de Gershgorin, 
el cual proporciona un intervalo donde se pueden acotar los valores caracteristicos 
cuando no se precisa conocerlos con exactitud. Ademas se desarrolla un metodo 
iterativo para calcular el valor caracteristico y el vector caracteristico dominante de 
una matriz. Estos procedimientos se hacen necesarios debido a que cuando A es 
una matriz de orden grande, el calculo de los valores caracteristicos por medio de la 
ecuacion caracteristica se transforma en un problema algebraico dificil. 


1 En Mathematical thought from ancient to modern times (Fair Lawn, NJ.: Oxford University 

Press, 1972). 
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vectores caracteristicos 

Ejercicios 
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Modulo 20 

Diagonalizaci6n ortogonal 


Contenidos del modulo 

20.1 Diagonalizacion ortogonal 

20.2 Procedimiento para encontrar n vectores caracterlsticos ortonormales de una 
matriz simetrica A nxn 

Objetivos del modulo 

1. Caracterizar las matrices simetricas como aquellas que son diagonalizables 
ortogonalmente. 

2. Desarrollar un algoritmo para determinar la matriz ortogonal que diagonaliza una 
matriz simetricaA. 


"WWWWKJM/^^ 


At k 


pared pared 

no hay gravedad 


J-'WM’v'vW- 1 . • WWWM- HVWWAVv | 


El movimiento horizontal del sistema de 
masas y resortes en el cual todas las masas 
son iguales y todos los resortes son iguales 
se puede analizar diagonalizando la matriz 
simetrica 

‘2 -l 


Preguntas basicas 


1. ('.Como son los valores caracteristicos de una matriz simetrica real A? 

2. ^Como son los vectores caracteristicos que corresponden a valores caracteristi¬ 
cos diferentes? 

3. ('.Que significa que una matriz es diagonalizable ortogonalmente? 

4. ^Que se puede decir de una matriz que es diagonalizable ortogonalmente? 


Introduction 


Estudiaremos varias propiedades importantes de las matrices simetricas, tales como 
que siempre tienen n vectores caracteristicos LI y todos sus valores caracteristicos 
son numeros reales. Ahora, no solo se garantiza su diagonalizacion, sino que ade- 
mas se puede comprobar que se puede formar una base ortonormal con sus vectores 
caracteristicos. 



Vea el modulo 20 del programa 
de television Algebra Lineal 

* _ > 
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Escuche la biograffa de Leonhard 
Euler en su multimedia de Algebra 
Lineal 


\ _ / 


20.1 Diagonalizacion ortogonal 

Teorema 1 


Si 


A 


es una matriz simetrica con elementos reales, entonces: 


a. Sus valores caracteristicos son reales. 


b. Los vectores caracteristicos correspondientes a distintos valores caracte¬ 
risticos son ortogonales. 


Demostracion 


a. Sea X un valor caracteristico de A con vector caracteristico u; entonces 


Au = Xu, u e <C“ y u ^ 0. 

El producto interno entre el vector Au y u esta dado por: 

(Au, u) = ( Xu , u) = X(u, u) (Prop. VI, definicion de producto in¬ 
terno), 

o (Au, u) = (u, A'u) = (u, Au) yaque A = A' (teorema 2, modulo 15) 

= (u, Xu) = X(u, u) (Prop. VII, definicion de producto 
interno), 

luego X(u, u) = X{u, u), (u, u) = llull' ^ 0 , entonces X = X ■ 


Si X = a + bi, X = a—bi , 

a + bi = a—bi <-» b = 0. 

Luego X = a; por tanto, X es un niimero real. 


b. Sean X l y X 2 valores caracteristicos distintos correspondientes a vectores 
caracteristicos u, y u 2 . Entonces, 

Aui ■ u 2 = X l u l ■ u 2 = X l (u l ■ u 2 ), 
o Au, u, = u, ■ A'u, = u, • Au, = u, • X 2 u 2 = /l 2 (u, • u,), 



Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 


luego X l (u l ■ u 2 ) = /l,(u, • u,). 
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Como A, * A 2 , entonces u, • u 2 = 0, lo cual significa que u, y u 2 son 
ortogonales. 

Observation: note que en la parte b del teorema se plantea el producto escalar 
entre Au, y u,; esto se puede hacer as! ya que en la parte a del teorema se ha 
demostrado que los valores caracterlsticos son numeros reales, y como A es una 
matriz real, los vectores caracterlsticos seran elementos de R". 

Teorema 2 

Sea A una matriz simetrica real den x n; entonces A tienen vectores caracteristicos 
ortonormales. 

La demostracion del teorema excede el alcance de este curso; sin embargo, pode- 
mos verificarlo siempre que trabajamos con matrices simetricas. 

Del teorema se desprende, como consecuencia, que toda matriz simetrica real es 
diagonalizable y sus vectores caracterlsticos no solo son LI sino que son 
ortogonales. Si estos vectores se normalizan, se tienen n vectores caracterlsticos 
ortonormales de modo que la matriz P que diagonaliza la matriz simetrica A es 
ortogonal. 

Definition 1 

Una matriz A nxn es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal 
P tal que 

P r AP= D, 

donde D es la matriz diagonal que tiene sobre la diagonal los valores caracterlsticos 
de A. 

Teorema 3 

Sea A una matriz real de n x n. Entonces A es diagonalizable ortogonalmente si y 
solo si A es simetirca. 

Demostracion 

Si A es simetrica, el teorema 2 y la definicion anterior nos permiten concluir que A es 
diagonalizable ortogonalmente. 

Reciprocamente, si A es diagonalizable ortogonalmente, existe P ortogonal tal que 
P 1 A P = D , luego A = PD P T \ entonces, 

A t = (PDP T f = (P T Y D t P t = PDP‘. 


De donde A = A r , es decir, A es simetrica. 
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Si A nxn es una matriz simetrica con n valores caracteristicos diferentes, sus vectores 
caracteristicos seran ortogonales. Ahora, si hay valores caracteristicos con multi- 
plicidades mayores que 1, los vectores caracteristicos que se obtienen al resolver el 
espacio caracteristico correspondiente no necesariamente son ortogonales; si apli- 
camos el proceso de Gram-Schmidt, obtendremos vectores ortonormales, ( ',pcro se¬ 
ran todavia vectores caracteristicos? La respuesta es si, ya que al aplicar el proceso 
de Gram-Schmidt solo se toman combinaciones lineales particulares de los vectores 
de la base del espacio caracteristico y por tanto los vectores ortonormales obteni- 
dos seran tambien vectores caracteristicos correspondientes al mismo valor carac¬ 
teristico X ■ 

20.2 Procedimiento para encontrar n vectores 
caracteristicos ortonormales de una matriz 
simetrica A nM 

a. Encontrar los valores caracteristicos de A. 

b. Encontrar una base para cada espacio caracteristico. 

c. Aplicar el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal de 
cada espacio caracteristico. De esta forma todos los vectores obtenidos 
forman un conjunto de n vectores caracteristicos ortonormales. 

Ejemplo 1 


En el ejemplo 5 del modulo 16, dada 



-1 

2 

-1 


0 

-1 

1 


determinamos sus valores 


caracteristicos 0, 1 y 3 con sus correspondientes vectores caracteristicos 


rr 


'-i s 


rr 

i 

? 

0 

5 

-2 

i 


1 


1 , 


La matriz A es simetrica. Veamos que sus vectores caracteristicos son ortogonales. 


fP 


M 


fp 


f 1) 


r-p 


fp 

1 


0 

= 0, 

1 


-2 

= o, 

0 


-2 

,h 


V 1 , 


A 


,1, 




,1, 


= 0. 


Para tener una base ortonormal de R 3 solo se necesita normalizar cada uno de estos 
vectores. 


,Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 
























La base ortonormal esta dada por 
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1 

f 1 ! 

1 

1 

0 

1 

f 1 'j 

-2 


.1 

’ ^ 





Luego la matriz P cuyas columnas son estos vectores es una matriz ortogonal, de 
modo que P T A P = D. 


1 

' 1 -1 O' 

Xa Xl2 Xl6 


"0 0 0" 

~X/2 0 Xl2 

-1 2 -1 

y* 0 -y-6 

= 

0 1 0 

_ /j6 /[6 /y[6_ 

0 -1 1 

_Xl3 Xl2 Xre_ 


0 0 3 


EjempIo2 


Sea A = 


0 

1 

1 


1 

0 

1 


1 

1 

0 


Diagonalicemos la matriz A ortogonalmente. 


Resolvemos el polinomio caracteristico de A asi: 


det(A - AI) 


-A 

1 

1 


1 

-A 

1 


1 

1 

-A 


= -A 3 +3A + 2 = 0 
= A 3 -3/1-2 = 0 
(A + lf(A-2)= 0 


Los valores caracteristicos de A son A I = -1 con multiplicidad algebraica de 2 y 
A 2 = 2. 


Para determinar E_ t , resolvemos (A + /)x = 0. 


"1 

1 

f 


'1 

1 

f 

1 

1 

1 

- > 

0 

0 

0 

1 

1 

1 


0 

0 

0 


, luego 


x = -y -z 
y = y 
z= z 




r-ri 


-l' 


Entonces = gen< 

v, = 

1 

, v 2 = 

0 

,1. 



Ahora, v, y v, no son mutuamente ortogonales, aunque si son linealmente inde- 
pendientes. Aplicamos a esta base el proceso de Gram-Schmidt. 



Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «Diagonalizacion 
ortogonal* 

V_ ) 
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U, 


▼l 


1 

n 


'-r 

i 


Sea v 2 ' = v 2 - (v 2 • u,)u, 


r-i) 



r-r 


77 


~Xl2 

0 

- 


0 


Xl2 


X/2 

,1, 



,1, 


L o J 


0 



t 

\ n 

2 



[77 

u 2 

t 

v 2 

V6 

10 


~'/s 



V6 
2 ' 


£, lo encontramos resolviendo (A-2I)\ = 0. 


“-2 

1 

1 " 


“1 

0 

-1" 


1 

-2 

1 

-> 

0 

1 

-1 

; entonces 

1 

1 

-2 


0 

0 

0 



x = z 
y=z 
z = z 

Luego 


f1) 
1 




f 1 ! 


gen 


i 




i 




\ j 

, 


Para completar la base ortonormal, dividimos v 3 por su magnitud y obtenemos 


77 

7 

vXfij 


Lamatriz P = 


Xl2 ~'/s /a 
/ ft ~Xle Xli 
0 Xa 


es la matriz ortogonal que diagonaliza la matriz 


simetricaA. 


As! que: 


P T AP = D 


-10 0 
0-10 
0 0 2 



,Ude@ - Para ser, saber y saber hacer 












































Eyer^cios 

Modulo 20 


En los ejercicios 1 a 7 diagonalice ortogonalmente las matrices simetricas dadas, determinando la matriz diagonal D y la 
matriz diagonalizante ortogonal P. 


1 . 


2 

2 


2 

2 





-1 

2 

2" 


"0 

0 

f 


' 1 -f 


2 

-1 

2 


0 

0 

0 

2. 

-1 1 

3. 

2 

2 

1 

4. 

1 

0 

0 



O 

o 

o 


"-1 2 2" 


o 

1 

l 

5. 

0 2 2 

0 2 2 

6. 

2-12 

2 2-1 

7. 

1 

1 1 

hL ° 

° L 

i_ 


8. Suponga que A nxn es una matriz simetrica real para la que todos sus valores caracteristicos son cero. Demuestre que 
A es la matriz nula nxn. 

9. Demuestre que si una matriz real A de 2 x 2 tiene vectores propios ortogonales, entonces A es simetrica. 

10. Muestre que si A es invertible y ortogonalmente diagonalizable, entonces A -1 es ortogonalmente diagonalizable. 

11. Sea A una matriz real antisimetrica. Demuestre que todo valor propio de A es de la forma bi, donde be I e i es la 
unidad imaginaria. 
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Modulo 21 

Formas cuadraticas y secciones 
conicas 

Contenidos del modulo 

21.1 Secciones conicas 

21.2 Formas cuadraticas en R 2 

21.3 Teoremal: Teoremadelosejes principals en R 2 

21.4 Formas cuadraticas en mas de dos variables 

Objetivos del modulo 

1. Mostrar una aplicacion de la diagonalizacion ortogonal. 

2. Completar el estudio de la ecuacion general de segundo grado cuando la ecuacion 
corresponde a una conica rotada y/o trasladada con respecto a su posicion 
canonica. 

3. Extender el estudio de las formas cuadraticas a las superficies cuadraticas en R 3 . 

Preguntas basicas 

1. ('.Que es una forma cuadratica en R 2 y como se relaciona con la ecuacion general 
de segundo grado? 

2. ^Como se expresa matricialmente una forma cuadratica? 

3. <',C6mo se emplea la diagonalizacion ortogonal de la matriz,4 de la forma cuadratica, 
para llevar esta a sus ejes principales? 

4. ^Como se determina el angulo 0 que deben rotar los ejes x e y para llevar la 
conica a nuevos ejes x y 'y expresarla en su forma canonica? 

5. ( ',C6mo debe ser la matriz ortogonal P que diagonaliza la matriz A para que corres- 
ponda a una matriz de rotacion? 

6. En la ecuacion de segundo grado, eliminado el termino enxy, ^como sepuede 
saber que tipo de conica representa? 


Introduction 


En este modulo presentamos una aplicacion de la diagonalizacion ortogonal. 

Las propiedades de las matrices simetricas estudiadas en la seccion anterior nos 
proporcionan una herramienta importante en la reduccion de las ecuaciones de 
segundo grado cuando en ellas hay un termino cruzado, es decir, un termino en xy. 



La expresion de una forma cuadratica en 
terminos de una matriz simetrica permite 
utilizar las propiedades de las matrices 
simetricas para reducir las ecuaciones de 
las secciones conicas representadas a sus 
ejes principales. 



Vea el modulo 21 del programa 
de television Algebra Lineal 

V_ J 
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21.1 Secciones conicas 


En el estudio de las secciones conicas en el piano realizado en el texto de Geometria 
vectorial y anah'tica se han asociado estas secciones con la ecuacion general de 
segundo grado 

Ax 2 +Bxy+Cy 2 +Dx+Ey+F = 0, 

donde A, B, C, D, E y F son constantes reales. (1) 

La grafica de esta ecuacion es una seccion conica o un caso degenerado de estas 
como un punto, una recta, un par de rectas o el conjunto vacio. 

Cuando la constante B es cero, o sea cuando la ecuacion no tiene termino en xy, los 
ejes de simetria de la conica son paralelos a los ejes coordenados. 

Las conicas no degeneradas estan en posicion canonica si sus graficas y ecuaciones 
son como se indica en la figura 21.1. La ecuacion esta en forma canonica. 




circulo 

2 2 



p > 0 


elipse 



parabola parabola 

x = 4py y-Apx 

p < 0 p > 0 



elipse 

2 2 

^ + ^T = 
a" b~ 

a> b> 0 



p < 0 
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2 2 .2 
c = a + h 



a' b‘ 

2 2,2 

c = a + b 


Figura 21.1 


Se puede observar que las ecuaciones de las secciones conicas cuyas graficas 
estan en posicion canonica no tienen el termino xy o termino mixto; cuando este 
aparece en la ecuacion, la grafica es una seccion conica que ha sido rotada desde su 
posicion canonica. Ademas, en las ecuaciones canonicas correspondientes a circu- 
los, elipses e hiperbolas las variables x e y aparecen siempre al cuadrado; cuando la 
ecuacion contiene terminos cuadraticos y lineales en las variables x e y y la ecua¬ 
cion no tiene termino mixto, la grafica es una seccion conica trasladada desde su 
posicion canonica; finalmente, si aparece termino en xy y terminos lineales en x o en 
y, la grafica es una seccion conica rotada y trasladada (figura 21.2). 



parabola rotada 




hiperbola rotada 
y trasladada 


Figura 21.2 

21.2 Formas cuadraticas eirf 


En la ecuacion general de segundo grado (1) consideremos linicamente los termi¬ 
nos cuadraticos, o sea, Ax 2 +Bxy + Cy 2 . A esta expresion la llamamos forma 

cuadratica asociada con la ecuacion (1) y la denotamos por F(x, y). Tcnemos 
entonces que: 

F(x, y) = Ax 2 + Bxy + Cy 2 . (2) 
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Esta forma cuadratica la podemos representar matricialmente asl: 
F(x,y) = X T R X, 


( 3 ) 


donde X = 


y. 


y R es la matriz simetrica que tiene sobre la diagonal principal los 


coeficientes de los terminos cuadrados puros y sobre la otra diagonal se reparte 
simetricamente el coeficiente del termino cruzado. 


F(x,y) = (xy) 


"a »/; 

X 

% c 

_y_ 


= Ax 2 + Bxy + Cy 2 


Por ejemplo, si F(x, y) = 3x 2 + 2xy + y 2 , entonces 
F(x,y) = [xy] 


3 1 
1 1 


= [3x + y x+ v] 


= 3x 2 + xy + xy + y 2 = 3x 2 + 2xy + y 2 


Inversamente, si R es una matriz simetrica, entonces la ecuacion (3) define una forma 
cuadratica. 


Se puede representar F(x, y) por muchas matrices, pero solo por una matriz sime¬ 


trica. En el ejemplo dado, cualquier matriz R = 


3 a 
b 1 


, donde a + b- 2, verifica que 


X 1 R X = F(x, y); entonces, si R = 


3 3 

-1 1 


se cumple que 


' 3 

3' 

X 

-1 

1 

_y_ 


[xy] 


= [3x-y 3 x+y] 


y. 


= 3x 2 - xy + 3xy + y 2 — 3a - 2 + 2xy + y 2 . 


Ahora, si a la matriz R se le exige ademas que a = b. entonces solo habra una matriz 
P que satisfaga simultaneamente las dos condiciones a + b - 2 y a - b. 

Consideremos entonces la forma cuadratica F(x, y) = X' R X con R una matriz 
simetrica. Por el teorema 3 del modulo 20, R es diagonalizable ortogonalmente, esto 
es, existe una matriz ortogonal P tal que R = PDP l , donde D es la matriz diagonal 
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que tiene sobre la diagonal los valores caracteristicos de R. 

Entonces X' RX se puede escribir como X' (P D P 7 )X, y asociando, como 


(X r P) D (P 7 X). 


Sea X' = 


tal que X' = P‘ X; entonces, 


t\T / r>T v \T 


(x'y =(p‘xy =x‘ p. 


Luego la forma cuadratica expresada en las nuevas variables x , y' sera: 
F(x',y') = X' T D X' = [x'y'] ^ ° X ,=A 1 x ,2 +A 2 y' 2 . 


Es decir, F{x, y’) es una forma cuadratica en la que no figura el termino x'y. 

Ejemplo 1 

Sea la forma cuadratica lx 1 +2xy + y 2 y expresemosla en nuevas variables x' e v' 
donde no figure un termino en x'y. 


F(x,y) = [xy] 


"3 f 


1 1 

_y_ 


Diagonalicemos ortogonalmente la matriz R. 


det (R- AI) 


3-A 1 

1-A 


A 2 -4A+ 2 = 0 


(R-(2 + y/2)I)X = 0, 


Aj — 2 + y/2, A>2 — 2 — V2 


1-V2 1 



0" 

1 

1 

1 

1_ 

_;y_ 


0 


Entonces 


(1-V2 )x = -y si x = l, y = V2-1, 


luego 


f 1 > 


▼1 


yjl + (j2-l) 2 =^4-2^2. 
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V4-2V2 


f 1 ^ 

V2-I 


Despues resolvemos (R - (2 - V 2 )/)X = 0 . 


1 + V2 1 



" 0 " 

1 -1 + V 2 _ 

.J. 


0 


(1 + J2)x = -y; 
u 

entonces, si x = —l, y = 1 + ^2. 

Asi que 

r -M 1 - ,- 

| = V1 + (1 + V2) 2 =V4 + 2V2. 


1 + V 2 


V4+2V2 


1 + V 2 


Sea P = 


-1 


con D = 


V4-2V2 V4+2V2 
V2-1 1 + V2 
V4-2V2 V4+2V2 


2 + V2 0 

0 2-V2 


la matriz ortogonal tal que P y P = /X 


En las nuevas variables x' e y' la forma cuadratica se puede expresarcomo 
(2 + V 2 )x' 2 +( 2 -V 2)/ 2 = F(x',y'), 

en la cual no hay un termino en xy . 

La matriz P que diagonaliza la matriz simetrica R es real y ortogonal, o sea, p T = R 
entonces 1 = det PP~ l = det PP r = det P det P 1 = (det P) 2 . 

Portanto, detP = ±1. Si detP = -1, se pueden intercambiar las columnas de P 
para hacer el determinante de esta nueva matriz igual a 1; esto equivale a intercam¬ 
biar A, y A-,. 

Veamos ahora que cuando P es real y ortogonal con determinante 1, 
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p = 


cos # -sen# 
sen # cos # 


para algiin niimero 9 , con ()<()< 2k, lo cual significa que 


P es una matriz de rotacion. 


Sea P = 


b d 


real y ortogonal con \P = 1. 


Por el teorema 1 del modulo 15, los vectores 


forman una base ortonormal 


de Hr, es decir, son vectores unitarios y ortogonales. Luego 


se puede expre- 


sar como 


El vector 


cos <9 
sen 6 


siendo 9 el angulo que forma el vector con el eje x positivo. 


c 


cos (#±^) 

d 


sen(#±^<) 


esta formando un angulo de n / 2 con el vector 

(figura21.3). 


entonces, 


▲ 


[cl rcos (0 + jt/ 2 )-| 
L</J Lsen (0 + 7i/2)J 



Figura 21.3 



c 


cos (# + y 2 ) 


-sen# 

Si 

d 


sen (# + 5 ^) 


cos# 


entonces 


P = 


cos 9 
sen# 


-sen# 

cos# 


P\ = 1. 


Ahora, si 


c 


cos (9 - k / 2 ) 


sen# 

d 


sen (# - y 2 ) 


-cos# 
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entonces P = 


cos <9 
sen <9 


sen# 
—cos 0 



- 1 . 


Luego la matriz ortogonal P que tiene determinante 1 es una matriz de rotacion. 
Por tanto, se ha demostrado el siguiente teorema. 


Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «Formas cuadraticas 
y secciones conicas» 

l_ ) 



21.3 Teorema 1: Teorema de los ejes principales 
en M 2 


Sea F(x, y) = Ax 2 + Bxy + Cy 2 una forma cuadratica en las variables x e y. Entonces 
existe un unico numero 0 en [0,2zr] talque F(x,y ) se puede escribir en la forma 


X.x' 2 +X 2 y’ 2 =F(x’y’), 


donde x' e y' son los ejes obtenidos al rotar los ejes x e y un angulo 0 en sentido 
contrario a las manecillas del reloj. 


A, y Aj son los valores caracteristicos de la matriz R = 


A 

% 


% 

C 


Si la forma cuadratica F(x, y) esta igualada a un termino independiente F, tenemos 

una ecuacion cuadratica, y de la ecuacion F(x, y') = F = ?^x 2 +A 2 y' 2 se dice que 
ha sido expresada en sus ejes principales. 


Ejemplo2 

Tomemos la ecuacion cuadratica 3x 2 + 2xy + y 2 = 4. 

En el ejemplo 1 se encontro que la forma cuadratica en sus ejes principales es 
(2 + V2)x' 2 +(2-V2)y' 2 , luego la ecuacion es (2 + \fl)x' 2 +(2-^2)y' 2 = 4, la 
cual en su forma canonica es: 


r2 a 

x y 

+ 


4 4 

2 + V2 2-V2 


= 1. 


2 4 

Esta ecuacion representa una elipse con a =- -=, esto es, su eje mayor esta 


2 —s/2 * 


sobre el eje y'. 


,2 4 2 2 u i 4 

b =- t= y c —a -b = 


2 + V2 


(2-V2) 2 + V2 


= 4 -Jl. 
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Como P = 


1 

V4-2V2 

V2-1 

V4-2V2 


-1 

V4 + 2V2 
1 + V2 

^4 + 272 


tiene det P = 1, entonces 


cos Q = —j= -, ysen^ 

V4-2V2 


V2-1 

^4-272 


Como ambos son positivos, <9 esta en el primer cuadrante. 

Usando la calculadora, determinamos que 6 ~ 22.5°. Por tanto, se trata de una 
elipse centrada en el origen y rotada un angulo de 22.5° (figura 21.4). 



Figura 21.4 


EjempIo3 

Identifique la seccion conica cuya ecuacion es -3x 2 - 2xy - y 2 = 4. 

Solution 

En el ejemplo 2 vimos que la forma cuadratica 3x 2 + 2xy + y 2 en sus ejes principa¬ 
ls se puede expresar como (2 + V2)x' 2 + (2- s/2)y' 2 , luego la ecuacion dada se 
puede escribir como: 

-(2 + V2)x' 2 -(2-V2)y' 2 =4. 

Como para cualesquier numeros reales x e y', -(2 + ~j2)x' 2 — (2 — V2)y' 2 <0, no 

existen numeros reales x e y que satisfagan la ecuacion dada. Luego la seccion 
conica definida se llama seccion conica degenerada. 
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Ejemplo4 


Identifiquey trace la graficade la ecuacion 9x 2 + y 2 + 6 xy-1 oVlOx +1 Ox/fOy + 90 = 0. 
Escriba la ecuacion en forma canonica. 


Solucion 

La forma matricial de la ecuacion dada es: 


lx y] 


"9 3" 


3 1 

_y_ 


[-10V10 ioVTo] 


+ 90 = 0. 


Determinemos los valores caracteristicos 00 /? = 


9 3 
3 1 


det (/?-!/) = 


9-1 3 

3 1-1 


= l 2 -101 = 0 

1 ( 1 - 10 ) = 0 
\ = 0yl2 =10 

El vector caracteristico asociado a 1, = 0 se obtiene resolviendo 

; entonces 


"9 

3" 

X 


"o" 

3 

1 

_y_ 


0 


3x = -y, v, = 

Para ^ =10 tenemos 


1 

v-3 y 


"-i 

3 " 

X 


" 0 " 

_ 3 

-9 

_y _ 


0 


entonces, 


x = 3y, v 2 = 


Normalizamos estos vectores para obtener la matriz ortogonal 
1 3 

P= v " ” , det P = 1. Luego P es una matriz de rotacion. 


0 0 
0 10 


^0 

VTo 

3 

l ’ 

Vio 

Vio_ 

P t R P = D = 
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La forma cuadratica en los ejes x'y’ es 10y' 2 . 
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variables x'y' es: 


ioy 2 +[-ioVIo ioVTo] 


s X = 

PX',1 

1 

3 

Vio 

Vio 

3 

1 

V 10 

VTo. 


= -90. 


Realizando los productos se obtiene 

ioy 2 -40x'-2oy = - 90 , 
y' 2 -4x'-2y' = -9, 

(y' 2 —2y' + Y) = -9+ 4x' +1, 
(y'-l) 2 =4(x'-2). 


Esta ecuacion corresponde a una parabola rotada y trasladada. 
Sea y" = y' -1 y x" = x' - 2; entonces la ecuacion es y" 1 = Ax". 


El angulo de rotacion lo conocemos con la primera columna de P, asi: 
cos6? = —send? = —=. 

VlO V10 

Luego 0 es un angulo del cuarto cuadrante: () = 360° - 71.56° = 288.44° (tigu- 
ra21.5). 



Figura 21.5 



Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en 
MATLAB para ilustrar «Formas 
cuadraticas» 
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Identificamos la grafica de una ecuacion cuadratica dada en xey mediante la ecua¬ 
cion obtenida despues de rotar los ejes. En terminos generates esta ecuacion es: 

\x' 2 +A 2 y' 2 + D'x + E'y'+F' = 0. 


Teorema 2 

Dada la ecuacion de segundo grado \x’ 2 +X l y’ 2 + D’x' + E'y' + F' = 0, entonces: 

a. Si \ y A, son ambos positivos, o ambos negativos, la grafica es una elipse, 
una circunferencia (si \ = A ) o una seccion conica degenerada. 

b. Si \ y son de signo opuesto, la grafica es una hiperbola o dos rectas 
que se cortan. 

c. Si A, = 0 o A 2 = 0, la grafica es una parabola, dos rectas paralelas o una 
seccion conica degenerada. 

La demostracion se deja como ejercicio. 


21.4 Formas cuadraticas en mas de dos variables 

Los metodos descritos se pueden usar para analizar las ecuaciones cuadraticas en 
mas de dos variables. Veamos un ejemplo: 

Ejemplo5 


Sea la ecuacion cuadratica en tres variables dada por x 2 - 2xy + 2 y 2 -2 yz + z 2 = 21. 

, entonces la ecuacion se puede escribir en la 



“ 1 

-1 

0 " 


X 

Si R = 

-1 

2 

-1 

II 

X 

y 


0 

-1 

1 


z 


forma X 7 R X = 27. 


Del ejemplo 1 del modulo 20, P T R P 


D = 


0 0 
0 1 
0 0 


0 

0 

3 


donde P = 



_/j3 


~/p- Xf 
0 % 
Ye X. 


En consecuencia, X' R X = X 7 P D P 1 X = (X') 7 D X', siendo X' = P T X. Por 
tanto, la ecuacion cuadratica en sus ejes principales se puede escribir como: 
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y' 2 +3z' 2 = 27, 

y' 2 z' 2 

—+ —= 1 . 

27 9 

La seccion transversal del grafico en el piano x'y' obtenida al hacer 
z' = 0 es y’ = ±V27 = ±3^3, es decir, dos rectas paralelas. 

La seccion transversal en el piano x'z', haciendo y' = 0, es z - + 3 (dos rectas 
paralelas). 

a r2 

y z 

La seccion transversal en el piano y'z', haciendo x' = 0, es la elipse + — = 1 • 
El grafico de la superficie cuadratica en R ! es un cilindro eliptico (figura 21.6). 




Algebra Lineal Elemental y Aplicaciones 235 







Capftulo 5: Diagonalizacion ortogonal. Formas cuadraticas y aproximacion de valores y vectores caracterfsticos 


Finalmente extendemos el concepto de forma cuadratica a cualqnier numero de 
variables. 


Definition 1 




Sea X = 


y R una matriz simetrica de n x n. 


Una forma cuadratica en x l ,x 2 ,...,x n es una expresion de la forma 
F(x 1 ,x 2 ,...,x n ) = X' RX. 

EjempIo6 



"1 

3 

5 

2 

4 ' 


V 


3 

2 

0 

-1 

3 


*2 

A = 

5 

0 

4 

0 

6 

y X = 

x 3 


2 

-1 

0 

1 

-5 


X 4 


4 

3 

6 

-5 

2 



X r 

RX 

= [a 

x 2 

x 3 x 4 

x 5 ] 

"1 3 

5 


; entonces 


2 4 

320-13 
5 0 4 0 6 

2-10 1 -5 

4 3 6 -5 2 


Luego 


F(x, ,x 2 ,x 3 ,x 4 ,x 5 ) = xf + 6x t x 2 + 10 ^X 3 + 4xjX 4 + 8 xjX 5 + 2x 2 -2x 2 x 4 
+6x 2 x 5 + 4x 2 + 12 x 3 x 5 + x 4 - 10 x 4 x 5 + 2x 5 2 . 


Ejemplo7 

Sea la forma cuadratica 


5Xj 2 + S^x, - 5x,x 3 + 6x x x 4 + 4x 2 + 9x 2 x 3 + 7x 2 + 8 x 3 x 4 + 3x 2 . 
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La matriz R que corresponde a esta forma cuadratica es: 


5 y 2 ~ 5 A 3 

% 4 % 0 

-% % ?4 

3 0 4 3 
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Ejepdcios 

Modulo 21 


En los ejercicios 1 a 5 escriba cada forma cuadratica como X 7 R X, donde R es una matriz simetrica. 

1 . 2x 2 +5xy — 9y 2 

2. 3x 2 -3xy + 6xz-9y 2 +lyz-z 2 

3. -4x 2 +6xy-3y 2 +lxz 

4. xy = a; a > 0 

5. 6x 2 + 5 xy - 6 y 2 

En los ejercicios 6 a 12 escriba la ecuacion cuadratica en la forma X 7 RX = d y elimine el termino xy rotando los ejes un angulo 
0. Escriba la ecuacion en terminos de las nuevas variables, identifique la seccion conica obtenida y realice una representa- 
cion grafica cuando esto sea posible. 

6. 4x 2 + 4xy + y 2 = 9 

7. 4x 2 + 4xy -y 2 =9 

8. xy = a; a > 0 

9. -x 2 + 2xy - y 2 = 0 

10. x 2 -3xy + 4y 2 = 1 

11. 6x 2 +5xy-6y 2 = -7 

12. 9x 2 + y 2 + 6xy = 4 

En los ejercicios 13 a 15 identifique la grafica de la ecuacion y escriba esta en forma cononica. 

13. 5x 2 + 12xy -12 *J\3x = 36 

14. 5x 2 +5y 2 — 6xy - 30V2x +18V2y + 82 = 0 

15. x 1 - y 2 + 2\f3xy + 6x = 0 

En los ejercicios 16 y 17 escriba la forma cuadratica en terminos de las nuevas variables x', y', z de manera que se eliminen 
los terminos de productos cruzados (xy, xz, yz). 

16. x 2 ~2xy + 2y 2 -2yz +z 2 

17. x 2 -2xy + y 2 -2xz-2yz +z 2 
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Modulo 22 

Aproximaci6n de valores y vectores 
caracterlsticos 


Contenidos del modulo 

22.1 El teorema del clrculo de Gershgorin 

22.2 Calculo numerico de valores y vectores caracterlsticos 

22.2.1 El metodo de la potencia 

22.2.2 El metodo de la potencia con normalizacion 


Objetivos del modulo 



Al matematico ruso Semyon Gershgorin 
(1901-1933) se debe el teorema del clrculo, 
publicado en 1931, el cual proporciona una 
aproximacion de los valores caracterlsticos 
cuando no se requiere su calculo exacto o 
cuando la ecuacion caracterlstica es un 
polinomio diflcil de factorizar. 


1. Determinar un intervalo de valores donde se puedan acotar los valores caracte- 
rlsticos de una matriz sin necesidad de hacer muchos calculos. 

2. Proporcionar un metodo numerico para el calculo del vector caracteristico domi- 

nante de A nxn , sin resolver el polinomio caracteristico. 


Preguntas basicas 


1. ( ',C 6 mo se construye un circulo de Gershgorin? 

2. ^Que dice el teorema del circulo de Gershgorin? 

3. ^Cuando una matriz A nxn tiene un valor caracteristico dominante? 

4. ^,Como se define la secuencia de iteraciones para calcular el valor y el vector 

caracteristico dominante de A? 

5. ,',En que consiste el metodo de la potencia con normalizacion? 

6 . ,',€61110 se calcula el error relativo que se comete al calcular el valor caracteristico 
dominante? 


Introduction 


En el capitulo anterior desarrollamos un algoritmo para calcular el polinomio carac¬ 
teristico de A, y a partir de el, extrayendo sus raices, obtener los valores caracteris- 
ticos de A. Esta forma de solucion presenta algunos problemas. Uno de ellos tiene 
que ver con el condicionamiento del polinomio caracteristico y es que cuando este 
esta mal condicionado, errores pequenos de redondeo en los coeficientes del 
polinomio pueden conducir a errores grandes en las raices. Otro problema es que 
incluso si los coeficientes del polinomio fueran exactos, es dificil encontrar todas 
las raices del polinomio. Estas dificultades han motivado el diseno de metodos 
numericos para el calculo directo de los valores y vectores caracterlsticos. 



Vea el modulo 22 del programa 
de television Algebra Lineal 

\ _ J 
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"\ 


Escuche la biograffa de Semyon 
Gershgorin en su multimedia de 
Algebra Lineal 

V_ J 


22.1 El teorema del circulo de Gershgorin 

El siguiente teorema nos proporciona una aproximacion de los valores caracteristi¬ 
cos de A con un minimo de operaciones algebraicas. 


Antes de presentar el teorema defmiremos algunos terminos que figuran en su 
enunciado. 


Sea A una matriz nxnde componentes reales o complejas. 



«n 

a n 

•• <h n 

A = 

«21 

a 22 

a 2 

nxn 





a n i 

a „2 ’ 

■ a nn 


Se define el numero 


Y\ | a i2 | | a !3 |+--- + | a i„ | y,| Q , i |> 


Y2 \ a 2 \I 1^*23 I "*■ •••"*" \ a 2n | i |; 

M 


y en general, 


Yi — | |^/21 ••• | i-i | i+\ + ...+1 &j n 

Esto es, y t es la suma de los valores absolutos de las componentes del z-esimo 
renglon de A, excepto la componente que esta sobre la diagonal principal. 

Sea D. = jz e C : |z - a u | < y i j . D. es un circulo en el piano complejo con centra 
en a., y radio y i , con i=\,...,n. 

El circulo D. esta compuesto por todos los puntos del piano complejo, sobre y 
dentro de las circunferencias C, = |z e C : |z-a i; |= A estas circunferen- 
cias se les llama circunferencias de Gershgorin. 

Teorema 1: Teorema del circulo de Gershgorin 

Sea A un matriz de nx n y D el conjunto definido anteriormente; entonces, cada 
valor caracteristico de A esta contenido en al menos uno de los D. Esto es, si los 

valores caracteristicos de A son X x ,A. 2 ,...,A k , entonces 
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<= U D r 

i=l 


Demostracion 


Sea A un valor propio de A con x = 


un vector caracteristico correspon- 


diente. Sea x. la componente de x de mayor valor absoluto, 
|* f | > \Xj\, j =1,..., n, |x,| > 0, ya que x * 0. 


Ahora, Ax = Ax. 



Ax t 

Ax 2 


a.. 


a n 


AX: 


a 


ll 



Ax n 


La componente i de esta ecuacion es: 


fljjXj + a i2 x 2 +...+ a ii x i + ■■■ + a in x n = Ax r 


Restando a. x. a ambos lados de la ecuacion tenemos: 

ll l 


n 

Z^Xj = Ax i -a,,x l = (A — a u )x r 

M 


Tomando valor absoluto a ambos lados, y aplicando la desigualdad de Cauchy 
Schwarz (| OjXj | < | a y | |x ; . | j, se obtiene: 


|(2-a..)x j | = 


j=1 


* I 

/=i 


y dividiendo a ambos lados por |x, | obtenemos: 


|(A —a«)| < J 

t=i 



7 ,., ya que |^.| < |x 


De la ultima expresion concluimos que A e />, y esto concluye la prueba. 



Vea en su multimedia de Algebra 
Lineal el codigo fuente en MATLAB 
para ilustrar «Circunferencia de 
Gershgorin» 

V__/ 
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Capitulo 5: Diagonalizacion ortogonal. Formas cuadraticas y aproximacion de valores y vectores caracteristicos 

Ejemplo 1 


Sea A = 


13-14 
2 5 0 -7 

3-161 
0 2 3 4 


; entonces, a n = 1, a 2 = 5, a 2 = 6, a 4 = 4. 


Y\ - | 3| + |-l| + | 4| = 8, 
7 2 = |2| + |-7| =9, 
r ,=|3| + |-l| + |l| = 5, 
r 4 = |2| + |3| =5. 


Los valores caracteristicos de A se encuentran dentro de los clrculos descritos por: 


A = 

{:eC: 

|z-!|<8}, 

D 2 = { z e C : 

| z-5| < 9}, 

A = 

{zeC: 

| z-6\ < 5}, 

D 4 = { z e C : 

| z —4| < 5}. 


Graficamente podemos ilustrar esta situation dentro del piano complejo as! (figura 

22 . 1 ): 


▲ 


> 



C, = (.t- l) 2 +/ = 64 
C 2 =(.t-5) 2 +/ = 81 


C 3 = (jr - 6)‘ +y 2 = 25 
C 4 = (jr - 4)‘ +_)* = 25 


Figura 22.1 
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Todos los valores caracteristicos de A se encuentran dentro de estas cuatro circun- 
ferencias. 


Examinando la grafica anterior, resulta evidente que si X es un valor caracteristico 
deA, entonces |/l| < 14 y -7 < ReA < 14 (Ke/l: parte real de A). 


Ejemplo2 


2 


Sea A = 


X 

-K 


X 

3 

X 

1 



5 2 
2 4 


Aplicando el teorema del circulo de Gershgorin podemos demostrar que los valores 
caracteristicos de A son numeros reales positivos. 

Demostracion 

Como A es una matriz simetrica, los valores caracteristicos deA son reales (teorema 
1 , modulo 20). 

Acotemos los valores caracteristicos de A por medio de los circulos de Gershgorin 
(figura22.2). 


D x = 

zeC: 

z-2 < 

%} 

D 1 = 

{ z e C : 

| z — 3 < 

2}- 

= 

{ z e C : 

| z — 5| < 

'%} 

D 4 = 

{ z g C : 

| Z — 4| < 

■x} 
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El extremo izquierdo de D sobre el eje x es 4-13/4 = 3/4. 

Luego X > 3/4. Portanto, los valores caracteristicos de A son reales ypositivos. 

22.2 Calculo numerico de valores y vectores 
caracteristicos 

22.2.1 El mgtodo de la potencia 

Definition 1 

Sean X l ,X 2 ,...,X n los valores caracteristicos de una matriz A de n x n y suponga que 
|/t,| > |A, | para i = 2,..., n. 

Entonces se dice que X I es el valor caracteristico dominante de A. Si v,es un 

vector caracteristico de A correspondiente a X 1 , entonces v, se denomina vector 
caracteristico dominante. 

Sea A una matriz diagonalizable de n x « tal que X l es el valor caracteristico domi¬ 
nante y sean Uj, u 2 ,..., u n n vectores caracteristicos linealmente independientes de 

A.correspondientes a X l ,X 1 ,...,X n . Si x 0 es un vector de K", entonces 
x 0 = qu, + c 2 u 2 +... + c n u n con c t eR. 

Se puede, sin perdida de generalidad, hacer c, ^ 0. 

Definimos una secuencia de iteraciones, tales que: 

x „ + i = Ax „ ■ 

Entonces: 

x, = Ax 0 

x, = Ax, = A 2 x 0 

x k = Ax t l = A x 0 

Xj. = A A (qUj +c 2 u 2 + ... + q,u (I ) 

= q A a u, + c 2 A a u 2 +... + c n A a u (i 
= q2, A u, +c 2 Xfu 2 + ... + c n X* u„ 


f 

V 

k 

V 

k \ 

CjUj + c 2 


u 2 + ... + c n 


u„ 

V 

A y 


A y 

y 
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Como /l, | > |A, para i=2,...,n, 
tanto, x t = A a x 0 » Afc x u,. 


se acerca a cero a medida que k aumenta. Por 


x k es entonces un multiplo escalar de u, y sera un vector caracteristico correspon- 
diente a A x . 



<h 



Si u, = 

a 2 

, entonces A l k c i u, = 

0 k 

A ^ Cj ^2 


CL n 


A l k c 1 a n 


Escojemos dentro de las componentes de x,, u ] ^ 0 y formamos el cociente 


a . 


y'-esima componente de A A+1 x 0 
y'-esima componente de A k x 0 


1 k+1 
■i A: 

/Lj . 


De este modo calculamos /l,. Es decir, calculamos el cociente de la j -esima compo¬ 
nente de x t+1 y x k y dejamos que k crezca. Una vez determinado A l , se tiene x k 
como el vector caracteristico correspondiente a A t . 

Ejemplo 1 

Use el metodo de la potencia para encontrar el valor caracteristico y el vector 
caracteristico dominante de 


A = 


Solution 


1 3 

2 2 


Sea x 0 = 


Calculemos 

x i = Ax 0 = 

x 2 = Ax, = 


'1 3" 

T 


_2 2_ 

0 

_ 

'1 3" 

T 

- 

_2 2_ 

_3_ 



1 

3 

10 


<>=-=1 
1 1 

(2) 10 in (2) $ 

1 1 3 
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'1 3" 

'10' 


"34' 

2 2_ 

_ 8 _ 


36 


a, (3) = — = 3.4 
1 10 

af = — =4.5 
8 


Si conlinuamos de esta manera obtenemos la tabla 22.1, donde los residtados estan 
redondeados a cuatro cifras decimales. 


Tabla 22.1 


Iteration 

x k {como vector renglori) 


a 2 

0 

[1, 0] 



1 

[1, 3] 

1 


2 

[10, 8] 

10 

2.6667 

3 

[34, 36] 

3.4 

4.5 

4 

[142,140] 

4.17 

3.8889 

5 

[562, 564] 

3.9578 

4.0286 

6 

[2254, 2252] 

4.0107 

3.993 

7 

[9010, 9012] 

3.9973 

4.0018 

8 

[36046, 36044] 

4.0007 

3.9996 


Los valores de a[ k) y a 2 ' convergen a 4, que es el valor caractedstico de A que 
puede obtenerse por desarrollo del polinomio caracteristico. Ahora el vector 


v. 


36046 

36044 


es aproximadamente igual a un vector caracteristico correspondiente 


a 2 = 4 ■ Para simplificar este vector lo dividimos por la componente de mayor 



1 


T 

magnitud y obtenemos vj = 

0.9999 

, el cual es muy aproximado a 

_ 1 _ 


vector caracteristico correspondiente a 2 = 4 ■ 


En este caso el metodo ha funcionado bien, pero vale la pena decir algo acerca de 
los casos en los cuales el metodo falla. Puede suceder que: 

1. Se aplica el metodo a una matriz no diagonalizable. 

2. A no tiene un valor caracteristico dominante o el valor caracteristico domi- 
nante 2 l es apenas un poco mayor que 2 2 en terminos absolutos, esto es, 

|^ / A, | es apenas menor que 1 y las potencias de no tienden a cero 

rapidamente. 
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3. A veces cuando los elementos de A han tenido que calcularse hay errores de 
redondeo que cuando se calcula A'" se convierten en errores considerables. 


22.2.2 El metodo de la potencia con normalizacion 

En el ejemplo anterior podemos observar que el tamano de las componentes del 
vector x k crecen rapidamente; esto lo podemos evitar normalizando o graduando 
el vector o sea dividiendolo por la componente de mayor magnitud cada vez que se 
hace una iteracion. Esta modificacion sobre el metodo anterior se llama metodo de 
potencias con normalizacion. 

A1 aplicar este procedimiento se obtiene un vector caracteristico u cuya mayor 
componente es 1 y entonces es posible obtener el valor caracteristico dominante 

resolviendo la ecuacion Au = A t u para 

Ejemplo 2 

Determinemos el vector y el valor caracteristico dominante para la matriz del ejem¬ 
plo anterior, aplicando el metodo de la potencia con normalizacion. 

Solution 


Si x 0 


1 

0 


entonces 



T 



X 1 = 

_3_ 

y x ; = 

1 


1 3" 

X 


‘X 

_' 3 

‘X 


1 


1 

2 2 

1 


LxJ 

5 

2 10 

X 


Xo 


0.4 


La tabla 22.2 muestra mas iteraciones. 


El vector caracteristico se puede tomar como x k = [1, 0.9998], el cual es una buena 
aproximacion del vector [1 1], y el valor caracteristico \ se obtiene de: 



"0.9991" 


"3.9991" 


"0.9991" 

-< 

II 

3 

1 

— 

3.9982 


1 


de donde a, 8 = 4.0027 y a\ = 3.9982 son las aproximaciones para \ = 4. 

A1 resolver problemas mediante metodos iterativos, siempre nos hacemos la pre- 
gunta: ^cuando hay que parar? Una buena forma de resolver esta duda es parar 
cuando el error relativo es suficientemente pequeno. 


Algebra Lineal Elemental y Aplicaciones 297 

























Capitulo 5 : Diagonalizacion ortogonal. Formas cuadraticas y aproximacion de valores y vectores caracterfsticos 


Tabla 22.2 


Iteracion 

x k 

x [ ( normalizado ) 

0 

[1, 0] 

[1, 0] 

1 

[1, 3] 

[0.3333,1] 

2 

[3.3333,1.3333] 

[1, 0.4] 

3 

[2.2, 2.8] 

[0.7857,1] 

4 

[3.7857, 3.5714] 

[1, 0.9434] 

5 

[3.8302, 3.8868] 

[0.9854,1] 

6 

[3.9854, 3.9709] 

[1, 0.9964] 

7 

[3.9892, 3.9928] 

[0.9991,1] 

8 

[3.9991, 3.9982] 

[1, 0.9998] 


Sixes la solucion exacta y x! la aproximacion, el errorl-elativo, E r , esta dado por: 



Ahora bien, no conocemos la solucion exacta, pero si el metodo converge a ella, el 
valor calculado en la n-esima iteracion esta mas cerca al valor exacto que el calcula- 
do en la iteracion n— 1. Podemos hacer una estimation del error relativo asi: 



En el ejemplo dado, el valor de X calculado al hacer la septima iteracion era 3.9892 y 
al hacer la octava seria 


3.9991 

0.9991 


4.0027, 


4.0027-3.9892 

4.0027 


0.0033. 


Esto es, E r = 0.33% . 
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Eyer^cios 

Modulo 22 


En los ejercicios 1 a 3 dibuje las circunferencias de Gershgorin para la matriz dada A y encuentre una cota para /- si X es 
un valor caracteristico de A. 






' 2 

“X 

X 0 " 


'2 

3 

-1 

0 " 

"3 

1 

0 " 


1 

5 

X i 


1 

5 

0 

-2 

X 

4 

2 

2 . A = 

0 

x 

4 0 

3 . A = 

3 

-1 

6 

1 

2 

0 

5 













.“X 

X 

1 3 


1 

2 

0 

4 


4 . 


2 X 
X 4 
"X X 
_X 1 



3 1 
1 5 


Demuestre que los valores propios de A son niimeros reales positivos. 


5 . 


-3 X 


Sea A = 


X 

X 


1 


-5 

1 

2 


X 1 
1 2 
-4 1 

1 -6 


Demuestre que los valores propios de A son niimeros reales negativos. 


6 . Se dice que la matriz A de n x n tiene diagonal estrictamente dominante si |fl„ | > para i = 1, 2, n, donde 

n 

Yi ~ X!| a '/| . Demuestre que si A nxn es una matriz con diagonal estrictamente dominante, entonces A es invertible. 


En los problemas 7 a 9 calcule el valor caracteristico dominante y el vector caracteristico correspondiente mediante el 
metodo de potencias con normalizacion. 


r 


“1 -1 4 " 


"3 2 4 " 

-2 -2 

8 . 

3 2-1 

9. 

2 0 2 

-5 1 






2 1 -1 


4 2 3 
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10 . 


Use el metodo de la potencia para estimar el valor caracterlstico dominante de A 


a. 

b. 


1 7 
6 3 _ 

Redondee a cinco cifras significativas y continue las iteraciones hasta que el error relativo estimado 
Er in) < 0.001. 

Calcule el valor caracterlstico dominante en forma exacta. filial es el valor exacto de Erl 


11. Demuestre que las iteraciones del metodo de potencias no convergen para la matriz A 


-3 

-2 


5 

3 


. Explique por que. 
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Una aplicacion interesante de los espacios vectoriales 
1.1 Teona de la codificacion 

En la sociedad moderna, la comunicacion digital mediante las computadoras o via 
satelite ha penetrado los mas variados ambitos de la actividad humana. La comuni¬ 
cacion digital se refiere a transmision de la informacion por medio de ceros y unos. 
Estas cadenas se llaman mensajes binarios y estan codificados de modo que se 
pueda recibir la informacion tal como fue enviada. Estos mensajes que se reciben de 
un satelite estan sujetos a errores que pueden ser producidos por la estatica o 
cualquier otro tipo de interferencia. Por consiguiente, es importante poder codificar 
un mensaje de manera que despues de haberse sometido a interferencia pueda 
decodificarse correctamente. 

Se han desarrollado muchas formas de codificar los mensajes. Una de ellas consiste 
en aumentar un digito extra, 0 o 1, dependiendo de que el numero de unos del 
mensaje sea par o impar; esta tecnica se llama control de paridad. Con este procedi - 
miento se puede detectar cuando hay un error en el mensaje, pero no se puede 
saber donde, y ademas tampoco puede saberse si han ocurrido 1, 3 o 5 errores. 
Ademas, cuando el numero de errores es par, estos no se detectan. 



Richard Hamming 

Aplicando conceptos elementales de los 
espacios vectoriales, Richard Hamming 
creo un ingenioso metodo para codificar 
y decodificar mensajes detectando la 
ocurrencia de un posible error en su 
transmision. 


Los codigos de correccion de errores generalizan el control de paridad de modo que 
se puedan ubicar los errores y asi poder corregirlos. Richard Hamming introdujo 
estas teorfas a principios de 1950 cuando trabajaba en Laboratorios Bell. 

Describiremos un codigo de Hamming que corrige errores linicos en mensajes for- 
mados por cuatro ceros y unos. Pero antes de desarrollar este ejemplo, introducire- 
mos algunos conceptos. 

Una palabra es una n-tupla de ceros y unos, a la que tambien se le llama cadena de 
longitud n. 

Definimos un espacio vectorial denotado por Z ", compuesto por todas las pala- 
bras de longitud n. La suma y la multiplicacion por un escalar se definen en la misma 
forma que se hace en K", solo que aca los escalares se definen en Z 2 = [0, 1 j que 
son los enteros modulo 2. 

Las operaciones de suma y multiplicacion en Z, estan dadas por las siguientes 
tablas: 


+ 

0 

1 

X 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 







Cleve Moler 

Con 66 anos y multiples reconocimien- 
tos en el mundo de las ciencias y las 
matematicas, Cleve Moler es el 
presidente y cofundador de MathWorks, 
compama fundada en 1984 y dedicada 
a desarrollar y suministrar software para 
el trabajo cientifico y de ingenierfa. 

Antes de unirse tiempo complete a la 
compania en 1989, Moler se dedico a 
ensenar matematicas y ciencias de la 
computacion en universidades de 
Michigan, Stanford y Nuevo Mexico 
durante casi 20 anos y permanecio 
cinco anos en dos companias de 
hardware (la organizacion Intel 
Hypercube y Ardent Computer). 

Ademas de ser el autor de la primera 
version de MATLAB, Moler es uno de 
los autores de las bibliotecas cientfficas 
de los programas LINPACK y EISPACK 
y es coautor de tres libros de texto de 
metodos numericos. 

Su ultimo libro, El computo numerico 
con MATLAB, es un texto de 
introduccion a metodos numericos, 
MATLAB y tecnicas de computacion. 


Con estas dos operaciones, y tomando los escalares en Z,, el conjunto Z " satis- 
face todos los axiomas de un espacio vectorial. En conclusion, Z" es un espacio 
vectorial sobre Z 2 . 

La base canonica de 


K": e, = (1, 0, 0... 0), e 2 = (0,1, 0... 0),..., e„ = (0, 0,..., 0,1) 

tambien es una base para Z 2 y, portanto, Z 2 ticnc dimension n. 

Todos los conceptos, como subespacios, base, dependencia lineal, conjunto gene- 
rado v, espacio renglon, espacio columna, nucleo, rango y nulidad, se aplican a 

espacios vectoriales sobre Z, y a matrices cuyos elementos son de Z,. 

Una base de Z“ tiene n vectores, B = {v,, v 2 ...v„}. 

Un vector v de Z" es una combinacion lineal r;, v, + c 2 v, +...+c n \ n con c. = 0 61, de 
modo que se pueden producir 2 ” combinaciones distintas, esto es, el espacio 
vectorial Z" tiene 2 " elementos. 

( Como codificar un mensaje de modo que si ocurre un solo error en la transmision 
este pueda ser detectado y corregido en la recepcion final? Veamos una forma de 
hacerlo: 

Se toman todas las palabras de longitud 4 y se anaden tres controles de 
paridad. De esta forma se producen palabras de longitud 7, es decir, nos 

situamos en Z 2 . 

Definimos sobre Z 2 un codigo de correccion de un solo error de Hamming, 
denotado c 7 4 , asf: 

Sea H la matriz sobre Z, dada por: 



"0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

H = 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 


1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 


Las columnas de H son la representacion binaria de los numeros del 1 al 
8 , los cuales son los vectores de Zj distintos de cero. 


Las columnas 1,2 y 4 de //son linealmente independientes, luego p(U) = 3, 
ycomo p(H) + v(/z) = 7, v(h) = 4. 







El espacio nulo de H se llama codigo (7,4) de Hamming. Una base B para el espacio nulo de //es: 


{u, = (1, 0, 0, 0, 0,1,1), u, = (0, 1, 0, 0,1, 0,1), u 3 = (0, 0,1, 0,1, 1, 0), u 4 = (0, 0, 0,1,1,1,1)}. 
nu H es un subespacio de dimension 4 de Z 2 7 que tiene 2 4 = 16vectores. 

Como //(e ) = h (columna/dc//, i = 1,2,..., 7), cntonccs los vectores de la base estandar Z, 7 no pertenecen al nucleo de H. 
Sea venu//; entonces (v + e ; ) <£ nu H para i=l,..., 7. Si Hv = h ] ., entonces (v + e.Jsnufl, ademas 
(v + e t ) <£. nu H, para i ^ j. Es decir, si se cambia alguna coordenada a un vector de nu//, el vector resultante no 
pertenecea nu H. Ahora, si H\ esla y-esima columna de //, al cambiarla y'-esimacomponcntcde veI vector resultante 
estara en nu H. 


1.2 Codification y decodification 

Veamos como codificar un mensaje y decodificar su recepcion distorsionada. Suponga que la palabra por codificar corres- 
ponde a la cadena binaria 0101 y que hubo una alteracion de un di'gito. 

Para codificar 0101, se expresa la combinacion lineal v en la base del codigo de Hamming (7,4), asf: 

v = 0 u, +lu 2 + 0 u 3 +lu 4 = u 2 +u 4 

= ( 0 , 1 , 0 , 0 , 1 , 0 , l) + ( 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1 ) 

= ( 0 , 1 , 0 , 1 , 0 , 1 , 0 ). 

La palabra codificada v esta en nu H. 

Suponga que el mensaje recibido es 1101010. Sea v' = (1, 1, 0, 1, 0, 1, 0). Para decodificar, calculamos HV : 


1 

1 



"0 

0 

0 

1 

1 

1 

f 

0 


"o" 

HV = 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

= 

0 


1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 


1 


1 

0 


Como HV es la primera columna de H, entonces (v' + e,) e nu II y n ingun V+e t ,i^ 1, esta en nu H. Por tanto, (v' + e,) = v 
es el mensaje corregido que coincide con el originalmente codificado, y asf se recupera el mensaje correcto 0101 . 

Ejemplo 

Suponga que v = 0111011 es un mensaje codificado con C 1A . Si a lo sumo hay un error en la transmision, ( 'cual fue el 
mensaje original? 


Algebra Lineal Elemental y Aplicaciones ggg 








Solucion 


Calculemos H\ 


0 

1 



"0 

0 

0 

1 

1 

1 

f 

1 


V 

H\ = 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

= 

0 


1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 


0 


1 

1 


H\ es la cuarta columna de H, entonces v + e 4 sera el mensaje corregido y v + e 4 se obtiene cambiando la cuarta componente 
de v. El vector corregido es entonces 0110011 y el mensaje correcto es 0110. 


Ejercicios 

1. Haga una lista de los 16 vectores de C 7 4 . 

2. Sea v = (1, 1, 0,0,1,1,1) un mensaje codificado en C 7 4 , donde a lo sumo se ha cometido un error. Determine si v 
esta en C 7 4 . Si lo esta, decodiffquelo; si no, corrijalo y decodifique el mensaje correcto. 



T 


"0" 


Y 

3. Sean u = 

1 

, v = 

1 

. W = 

l 


0 


0 


l 


Efectue las operaciones indicadas Z\. 


a. u + v. 

b. u - w. 


c. 


U + V - w. 


d. 

e. 

f. 


Sea A = [u, v, w] 


I 0 1 
1 1 1 
0 0 1 


. Calcule Ac y A 3 sobre Z 2 . 


^Es {u, vj LI sobre Z 2 ?^Y como son {u,w} y {u,v,wj? 

Determine una base y los vectores del espacio nulo de A sobre Z,. (A = [u, v, w]). 
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Respuestas de los ejercicios impares 
Capitulo 1 

Modulo 1 

7. SI 

9. Si. 

11. No, no se cumple el axioma i. 

13. No, no se cumple el axioma vi. 

15. No, no se cumple el axioma vii. 


Modulo 2 

I. SI. 

3. SI. 

5. No. 

7. SI. 

9. No. 

II. SI. 


13. W 1 nffj = < AgM 23 : A = 


0 be 

d e 0 


con b=c 


Respuestas de los ejercicios impares 






Modulo 3 


1. a. Si, -3, 0. b. No. c. Si, 0, 0. 

3. a. No. b. Si, 3, -2. c. Si, 2, -5. 

= {( x ’ 3 / )} G ® :x = y}- Bisectriz del l.°y 3. cr cuadrantes. 




1 

5. 

gen j 

1 


7. 

El piano xz en R 3 = - 

fx) 
y 

O 

II 

0 ) 






9. P, : conjunto de polinomios de grado menor o igual que 1. 
11. Si. 

13. SI. 


Modulo 4 

5. LI 

7. LI 

9. LD, B 3 = -2/i! + 3/? r 

11. LI 


19. 


x 3 


' 13 ' 

-6 


25. a = 1. 

27. {(1, 2, 4), (-1, 0, 2), (1, 0, 0)}. 


Modulo 5 

5. SI 


7. 


SI 
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9. 


Si. 


11. SI. 


o 

o 

1 


"0 1 0 " 


"0 0 0 " 


0 0 0 

, 

1 0 0 

, 

0 1 0 

, etc 

|_0 0 0 


0 0 0 


0 0 0 




f°] 


rfj 



1 

, 

0 



"I 


,2, 



17. |—1+x, 1 + x j. 

19. {(1, 0,1, 0), (0, 1, -1, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0,1)}. 

21. El conjunto de todos los vectores de la forma (a, a-b, 2a + b, -a + 3b ), conay/ieR. 



Modulo 6 



(l) 

"3^ 

flY 

1 . {(1, 5, 3, 0,1), (0, 0,1, 7, 3), (0, 0, 0, 0,1)} ; - 

0 

A 

1 

3 

A. 


3. Todos los renglones, todas las columnas, p = 4. 



'-2 s 


f 1) 


'-sY 

5. 

1 

►, {(1, 2. 0 ), (0, 0.1)}, . 

2 

’ 

5 

,oJ. 
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7. 


0 

0 

0 

vOy 


% 

1 

0 

vOy 


r 0 ^ 

X 

0 

■X 

l 


, {(0, 2, -3,1, 2), (0, 0, 0, 4, 3)}; 


r 2 A 
-2 
v4y 


v 6 y 


, p = 2, v=3. 


9. 


'-lYI 

1 

-x 

vly 


, {(1, o, 0,1), (0,1, 0, -1), (0, 0, 2, 3)}; 


'-n 

0 


v3y 


0 

0 

v-X 


f 0 ^ 

2 

-2 

vOy 


, p = 3, v=l. 


11 . 


7 i> 


r°j 

0 


i 

l 

’ 

0 



A. 


13. No. 
15. SI. 


21 . a. n, m > n. 


b. m, m < n. 


c. m = n. 


Modulo 7 


X 

'X 

-x 


2 

2 

-1 


2 

1 

-4 

3 


9. 


'X' 

" o" 

'-x' 



.X. 


11 . 


v3y 


13. -1 + 9x + lx 3 





' 3 ' 


" 2 ^ 

15. 

a. 

0)„ 2 = 

2 

> (w )„ 2 = 

3 

-3y 
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2 1 0 
1 % 

0 % X 




00 


' 1 N 

c. 

(▼)* = 

-2 

> (W) S[ = 

-1 

, 0 , 


d. Lo mismo que en c. 


x x -x 

e. X “X 1 . 
/X X X. 

f. Lo mismo que en a. 


r 3 n 


"2' 


' 3 j 

2 

, 

1 

, 

1 



.0. 


A. 


^-sen 9 
cos 9 

21. Linealmente dependiente (LD). 
23. Linealmente dependiente (LD). 


19. 


i = 


cos 9 
sen 9 


Jr = 


Capitulo 2 

Modulo 8 


1 . 

3. 

5. 


a. {(ft ft b. {<ft*,-*X<; 


1 

' V 6 ’ 


r). X 


1 

-\/3 ’ 


1 

'V 2 ’ 


0 ), (£, 


1 

V3’ 


*>}■ 


C-L _L _L) j— L _2___L Q ^-1 


S> 


7. 


1 

Vl4 ' 
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9. 


{<*• ». *). (»• 1.«). <-i• 0. *)} 


11. a. — 


'-186' 

75 

b. - 

' 3 ' 

-2 

1 

c. v = — 

"-186" 

75 

13 

H- 

' 3 N 

-2 

,118, 

7 

V 6 , 

49 

00 

49 

, 6 , 


Modulo 9 

1. y = 0.4.x + 0.6 . 



5. y « 2.61+2.08x + 0.31x 2 . 


7. 




ii. 2V5. 


9. y = 3.4627 — 3.1314.x + 0.5718x 2 . 


Modulo 10 


3. 7;. 


Ti 

0 

0 • 

• o' 


'0 

0 

0 • 

• o' 

0 

0 

0 • 

• 0 


0 

1 

0 • 

• 0 

0 

0 

0 • 

• 0 

’ 

0 

0 

0 • 

• 0 

L° 

0 

0 ■ 

• °_ 


0 

0 

0 • 

• °_ 


'0 

0 

0 • 

• o' 


'0 

0 

0 • 

• o' 

0 

0 

0 • 

• 0 


0 

0 

0 • 

• 0 

0 

0 

1 • 

• 0 


0 

0 

0 • 

• 0 

0 

0 

0 ■ 

• °_ 


0 

0 

0 • 

• 1 


ff 1 0 

n ni 

llvr V2/ 

,V2 ' V2JJ 


0 

1_ 


"0 f 


0 

0 

[L° 0 

’ 

0 0 

’ 

1 0 
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Capftulo 3 


Modulo 11 

I. Si. 

3. SI 

5. Si. 

7. No. 

9. Si. 

II. No. 

13. SI. 

15. No. 

17. SI. 

19. No. 

21. T(xy) = (~x,y). 

25. (T t + T 2 )(x) = (A + B)x, (7\ o J 2 )(x) = ABx. 

27. ( T , o T 2 )(x, y) = (x + 4y, 3 x-y). 

(T 2 oT t )(x,y,z) = (2x-y + 3z, -3x-y-lz, -y-z). 

Modulo 12 

1. nuT = {0}, imagen T = M 2 ; /? (( j = 2; v, = 0. 

3. nuT = {0}, imagen T = K 3 ; p (/) = 3; v, = 0. 

5. nuT = {0}, imagen T = gen|^,^ 2 ,^ 3 1; p (l) = 3; v, = 0. 

7. nu r = {/ eC[0, 1]: /(1) = 0}, imagen T - R; p jr) = 1; el nucleoes un espaciode dimension infinita, luego v T = oo. 


Respuestas de los ejercicios impares 



9. 


nuT = imagen T = {(x, y): x=y}. 


11. El nucleo de T es el espacio solution del sistema homogeneo de ecuaciones lineales Ax = 0. 


13. 


T(x) = A(x) 


con A = 


2 

2 

2 


-1 1 

-1 1 

-1 1 


Modulo 13 




"1 -2 


"1 -2" 


" 3 -2" 


"3 -2 

1 . 

a. 

1 2 

b. 

2 0 

c. 

-1 2 

d. 

2 0 










"11 o' 


-1 - 

4 o' 


" 3 ' 

a. 

0 1 -1 

b. 

. 1 / 

< o_ 

C. 

-1 



"0 

0 " 


"0 

1 " 


0 

0 


0 

-1 

a. 

1 

0 

b. 

0 

1 


0 

1 


1 

1 




'10' 


"4" 

7. 

a. 

5 

b. 

2 



5 


2 




c. 


-2 

25 


11 . 


Enl. nu T = 



imagen T = R 2 . 


En 3. 


nu T = gen 


7-r 

- i 


imagen T = R 2 . 


e. (4,0). 
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En 5. 


En 7. 


nuT = {0}; 

nu T = gen < 


imagen T = gen jx 2 ,x 3 j. 
; imagen T = gen 


-1 

v 1 j 


- i 


" 3 T 

2 >. 


Modulo 14 


1. Solucion posible: T : K 2 —>K 3 , T(x,y ) = (x-y, 2 x+y, y). 

T : M 3 —»R 2 , T(x,y,z ) = {x+y-z, y + z). 
r: K 2 —>M 2 , T(x,y)= (2 x+y, x-y). 





O 

i_ 

... o " 


a n 

3. 

T : D n ->M\ 

T 

0 a 21 

... o 

= 

a 22 




0 

• • ■ a nn 


a nn_ 

5. 

a. Sf. 

b. 

No. 

c. No. 


d. 


7. No. 

11. T-\A)=B'A. 

Modulo 15 


3. 


1 1 

V2 


5. 


T : M 2 —»R 2 talque T 


fx > 




= « 


J) 




, a * 1. 
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Capitulo 4 


Modulo 16 


1. a. No. b. Si, A = 4 ■ c. Sf, A = 0 ■ 


d. Sf, A = 4 • e. Sf, A, = 0 ■ 


f. No. 


3. 


A = 1, 




f 1 ' 


f 1 ' 


rr 



^ A, = 1 con Vj = 

0 

, At = -1 con v 9 = 

-2 

, A 3 = 2 con v 3 = 

i 




o 


n 


3 






v ~ / 

v~v 



(1> 


rn 


'°1 


f°l 


1 


-i 


0 


0 

7. Aj = 1 con Vj = 

0 

, A 2 = -1 con v 2 = 

0 

, A 3 = 3 con v 3 = 

l 

, A 4 = 2 con v 4 = 

1 


A 


,0. 


v 2 . 


,1, 


9. 

11 . 

13. 

15. 





f°l 


r°^ 


f°l 


0 


1 


0 


0 

A = a mult, alg 4, v 3 = 

0 

• V 2 = 

0 

• V 3 = 

1 

, v 4 = 

0 


,0y 




,0y 


,1> 




'O' 1 






0 


0 





A = a mult, alg 4, v 3 = 

0 

, V 2 = 

0 






Sh 


,b 






P(A) = (A - Aj)(A - A 2 )...(A-A n ), valores caracterfsticos: A 1; A 2 ,..., A„ . 

No. Para que A t + A, sea un valor caracterfstico de A + B, es necesario que el vector caracterfstico de A correspon- 
diente a A sea el mismo que el de B correspondiente a A 2 lo que, en general, no se cumple. 


Modulo 17 




'i 0 

o' 


-i 

i 

O' 


l A O' 

1. 

D = 

0 -i 

0 

, P = 

1 

1 

0 

, p = 

Y y 2 o 


O 

o 

2 , 


,0 

0 

K 


lo 0 lj 
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J 

0 

0 

0 ^ 


f 1 

0 

1 

0 ^ 


'-1 

1 

0 

o 2 



0 

3 

0 

0 


2 

0 

1 

0 


0 

0 

>2 

X 

3. 

D = 

0 

0 

2 

0 

, p = 

0 

1 

0 

1 

, p~' = 

2 

-1 

0 

0 



.0 

0 

0 

b 


.0 

1 

0 

-b 


.0 

0 

X 



J' 0^ 

, p = 

( 1 



f 1 

n 

V° -j 


J 

-b 

2 

J 



7. 


A = 


A 12 


PDP 


= PD n P 


n 

-2^ 

n 

0" 

n 2 n 


v0 

b 

v0 

x> 

v0 1, 



f\ 

-2 n 

n 

0 2 

ri 

_ 


1, 


(X) 12 , 

,0 


2 s 

b 


f 1 2-y*>) 

A' 2 y 


9. 


D [ D 2 no es necesariamente una diagonalizacionde AB, AB = P D l PQ D,Q- Esto se darfaen el caso en que P = Q y 
asf AB = P ' DJ'P 'D- P y entonces AB = PDJA P 1 . 


Si A y B son matrices diagonalizables, A + B no necesariamente es diagonalizable; por ejemplo: 


1 1 

-1 0 


0 0 
vl 1 J 


son diagonalizables, pero su suma 


1 1 

v 0 1, 


no es diagonalizable. 


Modulo 18 

1. a. P n = 20(2") + 30 cualquiera sea n e N . 

b. El numero de peces despues de cinco anos es P 5 = 20(2 5 ) + 30 = 640 + 30 = 670. 

c. n *7.11 anos. 


3. 


Dentro:| 2z °- yo Y^l / y » +Z » 

k 


f y*- 2 \\[A 

jo 


Si. Matriz de transicion: 


10 


3 

Jo + ^o 

3 

8 r 

2 9 


Probabilidad de vivir dentro: ——f —] + ' 


3(^0+ Zo) U0j 3 

Probabilidad de vivir fuera: 1^2— 2z b( V + 2 _ 

3(jo+Zo){l0j 3 
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1 2 

d. Dentro: -(y 0 + z 0 ); fuera: -(y 0 + z 0 ). 


5. 


A largo plazo la distribution de alumnos es 


0 

0 

x 0 + y 0 


, el cual es un vector propio correspondiente a X - 1. El 


vector de probabilidad correpondiente sera 


f°l 

0 


7. 


b. 


a. 

b. 


c. 


Sf. Matriz de transicion: 



2 

6 

4 


0 

0 

12 


P n = 1000V5 


f 5 +J 5 ' 

n 

[5-S] 

n 

{ 10 J 


{ 10 J 



n e N. 


No 


P 6 = 1000V5 


f 5 + yl5' 

6 


6 " 

{ 10 J 


l 10 J 



9. Elbrazo trabaja exitosamente 97.97% de las veces, muy cerca al 98% exigido por el cliente, asi que esmuy 
probable que se acepte. 


Modulo 19 

1. No. 

3. Sf. 

5. No. 

7. Sf. 

9. No. 





" 1 

1 

0 " 


"0 

1 

0" 

13. 

P = 

0 

-1 

-2 

, J = 

0 

0 

1 



-1 

0 

3 


0 

0 

0 
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K 

0 

0 

1 

o 


*1 

1 

0 

0" 

0 

K 

0 

0 


0 

K 

0 

0 

0 

0 

K 

0 

’ 

0 

0 

K 

0 

0 

0 

0 

V 


0 

0 

0 

V 


K 

1 

0 

0" 


K 

1 

0 

0" 

0 


1 

0 


0 

L, 

0 

0 

0 

0 

K 

0 

’ 

0 

0 

A 

1 

0 

0 

0 

A_ 


0 

0 

0 

A. 


A., 1 0 0 

0 A, 1 0 

0 0 A 1 

0 0 0 A 


Los A f no necesariamente son distintos. Ademas los bloques de Jordan pueden permutarse sobre la diagonal. 


17. 


"-3 

0 

0 

0 

0" 


'-3 

1 

0 

0 

0" 


"-3 

0 

0 

0 

0" 

0 

-3 

0 

0 

0 


0 

-3 

0 

0 

0 


0 

-3 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

0 

0 

5 

0 

0 

4 

0 

0 

, 

0 

0 

4 

1 

0 

0 

0 

0 

4 

0 


0 

0 

0 

4 

0 


0 

0 

0 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

4 


0 

0 

0 

0 

4 


0 

0 

0 

0 

4 


'-3 

0 

0 

0 

0" 


"-3 

1 

0 

0 

0" 


'-3 

1 

0 

0 

0" 

0 

-3 

0 

0 

0 


0 

-3 

0 

0 

0 


0 

-3 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

1 

0 

, 

0 

0 

4 

1 

0 

, 

0 

0 

4 

1 

0 

0 

0 

0 

4 

1 


0 

0 

0 

4 

0 


0 

0 

0 

4 

1 

0 

0 

0 

0 

4 


0 

0 

0 

0 

4 


0 

0 

0 

0 

4 


19. 


7 0 0 
0 7 0 
0 0 7 


7 1 0 
0 7 0 
0 0 7 


7 1 0 
0 7 1 
0 0 7 


Capitulo 5 

Modulo 20 


1. 

"0 0" 

0 4 

; p = 

>5 ^5 



3. 

"-3 0 

o 1+2V2 

0 

0 

; P = 

Xu X %. ' 
-Xu x X 


0 

0 

1-2V2 


O 

1_ 
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5. 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 4 


P = 


1 0 0 

0 ~Xl2 X/2 
L° Yz Xu. 


1. 


-2 0 0 

0 1 0 

0 0 1 


p = 


Xj3 Xft ~Xs 
X l3 Xs ~Xl6 
.x* 0 Xs. 


Modulo 21 


5. 


7. 


9. 


11 . 


13. 


15. 




' 2 X’ 


1. 

[X y] 

_x -9 



[x y z ] 


'-4 

3 

X" 

X 

3 

-3 

0 

y 

1 

X 

o 

0 

z 


[x y] 

[x y] 

[x y] 

lx y] 


6 y 
X -6 

4 2' 
2 -1 


-1 1 
1 -1 

6 X" 
X -6_ 


= 9; 


18 


18 


V4I + 3 J ^741-3 


= 1; hiperbola; 0*19.33°. 


- 0; y’~ - 0; recta que pasa por el origen; 0 = 7t/4 = 45°. 


f2 12 

= -7; ^-— = 1; hiperbola; 0*11.31°. 

14 / 14 / 

/l3 /l3 


rr2 a " 2 

Hiperbola; ---— = 1. 

4 9 


;t" 2 y" 2 

Hiperbola; —-— = 1. 




" 1 -1 -l" 

X 

17. 

(x y z) 

-1 1 -1 

-1 -1 1 

y 

z 


f2 . r-i l2 . r\ l2 

, -x +2y +2z . 
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Modulo 22 


1 . 


ImZ 



| X |< 7 

l^<Me>.<7 


3. 


ImZ 



N - 11 

-2 < R e A, < 11 


Respuestas de los ejercicios impares 










5. 


Como A es una matriz simetrica, sus valores caracterfsticos son numeros reales. A1 trazar las circunferencias de 
Gershgorin estas quedan completamente contenidas a la izquierda del eje y, con lo cual se establece que los valores 
caracterfsticos son negativos. 


7. 


9. 


-4, 


/- 

J 

f 1 ^ 

0.5 


v 1 , 



(A 

rn 

f 2 l 

f-q 


rq 

f 2 ) 

11. Comenzando con x 0 = 

1 J y sin normalizacion, se obtiene 



L-iJ- 

L-iJ- 

l) 

j J > • • ■. Por tanto, el metodo 


no converge. La razon de esto es que A no posee un valor caracterfstico dominante. 
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